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Short summary

「ハーフフィリングから外れた場合のHubbard模型」や「有限密度QCD」において
モンテカルロ(MC)計算を行うと符号問題が発生する

tempered Lefschetz thimble法 (TLT法)：符号問題を解消するアルゴリズム

この変形により生じるmultimodalityの問題を
「flow 時間によるテンパリング」で解消

flow なし
flow あり

テンパリングなし
(GLT法)

flow あり
テンパリングあり

(TLT法)
振動積分の抑制 × △ ○

マルチモダリティ - △ ○

antiholomorphic gradient flow を用いた積分面の連続変形により
被積分関数の振動を抑制

[ Fukuma, Umeda (2017) ]

l

l

l
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Main results

TLT法では期待値の計算だけでなく、計算が正確に行われているかの評価も
マルコフ連鎖が大域平衡に到達していること
サンプルサイズが十分であること

TLT法を2次元Hubbard模型に適用し、
少数サイト(2x2)に対してであるが、厳密値が正しく再現されることを示す

積分面の連続変形で期待値は不変 (Cauchyの定理)
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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同時に行えることを示す

�µ
<latexit sha1_base64="vF5SpdA18RFZ4GY/Vam3NVYZokA="></latexit>
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1. 符号問題・Lefschetz thimble
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Witten (2010), Cristoforetti, Di Renzo, Scorzato (2012)
Fujii, Honda, Kato, Kikukawa, Komatsu, Sano (2013)



z

符号問題
目的 : 期待値の計算

hOiS ⌘

´
dx e�S(x)

O(x)´
dx e�S(x)

<latexit sha1_base64="Uzm7Tyex5TcbO5ZiOoeNdldY3RI="></latexit>

S(x)
<latexit sha1_base64="g594hGWmw8X4luw7koElpIgm4vM="></latexit>

x = (xi) 2 RN
<latexit sha1_base64="jKZO7eaDfnzDBFNlKG6truZ0Ffk="></latexit>

: 力学変数
: 作用
: 物理量

S(x)
<latexit sha1_base64="g594hGWmw8X4luw7koElpIgm4vM="></latexit>

が複素数のとき

l

l

l

reweighting法

S(x) ⌘ SR(x) + iSI(x)
<latexit sha1_base64="V4e1+HVbhCH9EfgUawy8B8RVELw="></latexit>

pR(x) ⌘
e�SR(x)´
dx e�SR(x)

<latexit sha1_base64="zCQ3LIRhLCBqFQ9TkGJPfVYz83A="></latexit>

を確率分布とみなしてMCで計算
=

he�iSI(x)O(x)iSR

he�iSI(x)iSR
<latexit sha1_base64="mDiMFDAHJMiFclf0qZKBRlcjQiI="></latexit>

hOiS =

´
dx e�S(x)

O(x)´
dx e�S(x)

<latexit sha1_base64="IUXfao2iLe9xYbSq9CigIzfIR+M="></latexit>

実部 虚部
, 

を確率分布とみなせないため、

このように、 が正値でないこと(特にここでは複素数値であること)
によって生じる数値的評価の困難を符号問題と呼ぶ

特に作用の値が大きくなる時(e.g. 熱力学極限、低温極限)、
被積分関数の振動が激しくなり分母・分子が小さな値になる

[6/34]
e�S(x)

<latexit sha1_base64="RbomNCV7vrcbxHCCEhUx0+n2aPc="></latexit>

O(x)
<latexit sha1_base64="Dy6Otz8LF+8La50ujLVrK/XI71Q="></latexit>

誤差を小さくするために
大きな計算コストが必要

素朴にはMCの方法を適用できない

=

´
dx e�SR(x)

· e�iSI(x)O(x)´
dx e�SR(x) · e�iSI(x)

<latexit sha1_base64="5UXeTjyA0bGhntdcPlx+ymNMPk4="></latexit>

p(x) = e�S(x)´
dx e�S(x)

<latexit sha1_base64="s9NI5gm6k7G88O0ochvw8EoatMw="></latexit>



位相因子 は激しく値を変える

例 : Gaussian

e�iSI(x) ⌘ ei✓(x)
<latexit sha1_base64="pPbdNlQpy695XO8S1ZnxkRnauXo="></latexit>

このとき、
位相 の分布はほとんど一様分布になる :

1p
�

<latexit sha1_base64="lFZz+FA0kyfit768l+Q/j7J/dlQ="></latexit>

1

�
<latexit sha1_base64="0gQnRtt/nDBHYk5Dz8QIW6Tf4JY="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="yykHKyV9wkK+8csCToH1JRf49uc="></latexit>

=
he�iSI(x)O(x)iSR

he�iSI(x)iSR
<latexit sha1_base64="mDiMFDAHJMiFclf0qZKBRlcjQiI="></latexit>

hOiS
<latexit sha1_base64="VDrRQV3PjdeIocQAvMsPjOEWB+A="></latexit>

iii.が彡冭.is

傘」

瀊い※な☆
+

✓
<latexit sha1_base64="yykHKyV9wkK+8csCToH1JRf49uc="></latexit>

⇡
<latexit sha1_base64="buDrCeUsZRqchCoOf9Ti1aY7kX4="></latexit>

�⇡
<latexit sha1_base64="JV9ncKfBiVGOXuyEaD5uoBuDOeY="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

分布

� � 1
<latexit sha1_base64="Ao0atOFG3w/Pm49/WzaTJsYIhLA="></latexit>

=

�
1
� � 1

�
e�

�
2

e�
�
2

<latexit sha1_base64="z3e5j/A96ehMUZ1W+ImN01sQEWI="></latexit>

SI(x)
<latexit sha1_base64="T1tezkX+dt4MIOQV9uPhZPzR0js="></latexit>

SR(x)
<latexit sha1_base64="LoyzJcMrrgWgYynXS/2tughUWDM="></latexit>

l

l

=
�

2

�
x2 � 1

 
+ i

�
� �x

 
<latexit sha1_base64="j21bm6j74RtSsWuMMS48GBHYnRk="></latexit>

O(x) ⌘ x2
<latexit sha1_base64="aMSv3rom0vZmw2RLYPFoOvFHDi8="></latexit>

S(x) ⌘ �

2
(x� i)2

<latexit sha1_base64="GPbPHYUzpg3wp5/gIf3TP6Lwr/s="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

のとき、Gaussianの幅の中で

期待値の評価 (reweighting法)

分母・分子をそれぞれMCで評価

直感的理解
積分時に大きな
cancellationが発生
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⇡

�
1
� � 1

�
e
� �

2 ±O( 1p
Nconf

)

e�
�
2 ±O( 1p

Nconf
)

<latexit sha1_base64="mLjskdLMtguWF4ny9ZEC7lZz0pc="></latexit>

Nconf > e�
<latexit sha1_base64="H8HXo4zHzHnua47ifoZmSqidCo0="></latexit>

の計算コストが必要



iii.亥「彡冭.it

☆

瀊い※な☆
+

Lefschetz thimbleを用いた符号問題へのアプローチ

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

問題点 : 評価したい積分が(元の 上で)激しい振動積分であること
解決法 : 積分面を 内で変形し、

被積分関数ができるだけ振動しないように積分面を設定しなおす：

ただし積分面の境界は、積分が収束するように
となる領域に固定

力学変数を複素化 : z = (zi) 2 CN
<latexit sha1_base64="EpmlWHrn4dvAkm18H9IRAl2sF+Q="></latexit>

x = (xi) 2 RN
<latexit sha1_base64="jKZO7eaDfnzDBFNlKG6truZ0Ffk="></latexit>

この複素化の下で、 ,                  は 上の整関数であるとするe�S(z)
O(z)

<latexit sha1_base64="xfuxHnwJZG9xp/B9rBgf4PFcrhE="></latexit>

e�S(z)
<latexit sha1_base64="bnq6RLX7whTkjn8sSu+dQL2Pr4o="></latexit>

CN
<latexit sha1_base64="VLGp1Z6Yl7wO0yRn1ZtFCVASZcw="></latexit>

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

ReS(z) ! 1
<latexit sha1_base64="KR9nTuQsXgxLY0aX8RB5vgXLHWY="></latexit>

となる領域

Witten (2010), Cristoforetti, Di Renzo, Scorzato (2012)
Fujii, Honda, Kato, Kikukawa, Komatsu, Sano (2013)

l

l 積分面を連続変形 : 

このときCauchyの定理より

J�
<latexit sha1_base64="8Ft/sbHvtqzQwTZrz4Qd5mKVhec="></latexit>

CN
<latexit sha1_base64="VLGp1Z6Yl7wO0yRn1ZtFCVASZcw="></latexit>

理想的な積分面 : “Lefschetz thimble” (のホモロジー的線形和)

1自由度 の場合、steepest descent pathに対応

RN ⌃ ⇢ CN

⌃

J�
<latexit sha1_base64="8Ft/sbHvtqzQwTZrz4Qd5mKVhec="></latexit>

性質
l

ImS(z) = const.
<latexit sha1_base64="0kSfstoOlxcEun2kT9QQrw4/0j8="></latexit>

on each J�
<latexit sha1_base64="8Ft/sbHvtqzQwTZrz4Qd5mKVhec="></latexit>

N = 1

ReS(z) ! 1
<latexit sha1_base64="KR9nTuQsXgxLY0aX8RB5vgXLHWY="></latexit>
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ˆ
RN

dx e�S(x)
O(x) =

ˆ
⌃
dz e�S(z)

O(z)
<latexit sha1_base64="1XtKOLOa6VpA+bC9LXWOAD+O+b0="></latexit>

CN
<latexit sha1_base64="VLGp1Z6Yl7wO0yRn1ZtFCVASZcw="></latexit>



Lefschetz thimble (1/3)

flow eq. :
性質 : [S(zt)]• = |@S(zt)|2 � 0

<latexit sha1_base64="HAP4XOu7tB3NYDV0v5GXhECYnsg="></latexit>

等号成立は critical points     上のみz�
<latexit sha1_base64="mTR2mPmvM3xNkt08WhTQAR7TY4M="></latexit>

@S(z�) = 0
<latexit sha1_base64="b5mxpFiKK0Y9IgML1srxhozSVFM="></latexit>

z 6= z�
<latexit sha1_base64="ZJnQdwZ7sWCwmnt+zuc9v7wm+0M="></latexit>

では
[ImS(zt)]

• = 0
<latexit sha1_base64="5Jqk47HnkyBrJtPHtsm7x+7+Nz8="></latexit>

[ReS(zt)]
• > 0

<latexit sha1_base64="RyfUoUuM5Kt7oIV7aXXx7vc3Lm4="></latexit>

l

l

,

antiholomorphic gradient flow

l

l

iii.が彡冭.is

傘」

瀊い※な☆
+

ReS(z) ! 1
<latexit sha1_base64="KR9nTuQsXgxLY0aX8RB5vgXLHWY="></latexit>

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

z1
<latexit sha1_base64="L9xqFkPoCRmSxW9YkOBC7R/nyHs="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="/++Uk/graiXbU78pOuJsJ+ltQWo="></latexit>

J1
<latexit sha1_base64="9kqnzxb5GMHu77ND5zlHWtsUtDQ="></latexit>

J2
<latexit sha1_base64="Vhe6oBNdJkYrTFOWOpaPTZo1NwQ="></latexit>

K1
<latexit sha1_base64="l8E+heUlH4XPb/sWmPgxhJk386o="></latexit>

K2
<latexit sha1_base64="ZF9B1hYKD1MvlQSZri+MyncU5e8="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

上のflowを用いてLefschetz thimble とanti-thimble を定義する :J�
<latexit sha1_base64="8Ft/sbHvtqzQwTZrz4Qd5mKVhec="></latexit>

K�
<latexit sha1_base64="r3pTnVYBHxZOypcD6eqyXa39XYw="></latexit>

CN
<latexit sha1_base64="VLGp1Z6Yl7wO0yRn1ZtFCVASZcw="></latexit>

critical point
Lefschetz thimble

anti-thimble
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żt = [@S(zt)]
⇤

<latexit sha1_base64="+RhSp5n4LnI42YTeKFPuOZy1pw8="></latexit>

l t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

: flow time

Witten (2010), Cristoforetti, Di Renzo, Scorzato (2012)
Fujii, Honda, Kato, Kikukawa, Komatsu, Sano (2013)



Lefschetz thimble (2/3)

近傍のflow

S(z) ' S(z�) +
1

2
(@i@jS)(z�)(z � z�)

i(z � z�)
j

<latexit sha1_base64="TKk4WNm9BGQWjJLfylgcqWqnJpU="></latexit>

特異値分解
�k � 0

<latexit sha1_base64="6XRYp47LLqJysgwzfohbD3JUpmw="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="mTR2mPmvM3xNkt08WhTQAR7TY4M="></latexit>

l のTaylor 展開 : S(z)
<latexit sha1_base64="/4LzRBOnt5lTDNHLVdsYbT4Iv44="></latexit>

:            が増大する方向

note

,
iii.が彡冭.is

傘」

瀊い※な☆
+

⇠
<latexit sha1_base64="yoOn7OsP1F1+/RNw8uhVs7IvFYk="></latexit>

⌘
<latexit sha1_base64="zdEV9YZfXDiuUZmvtRwskjXUgV4="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="Rhy02N6yAtEE6Wxm9XYbmpMNynI="></latexit>

⌘
<latexit sha1_base64="DQ0lfUvL4mgTX/KzupVT5VzJQvc="></latexit>

Uij(z � z�)
j ⌘ ⇠i + i⌘i

<latexit sha1_base64="hn7SvXfC8t8EF1ISa08DlqHytZo="></latexit>

⇠
<latexit sha1_base64="yoOn7OsP1F1+/RNw8uhVs7IvFYk="></latexit>

⌘
<latexit sha1_base64="zdEV9YZfXDiuUZmvtRwskjXUgV4="></latexit>

P
k=1 �kUkiUkj

<latexit sha1_base64="0MyP0x1g5R+wS7Y53RLDQnOhp24="></latexit>

= S(z�) +
1
2

P
k �k

⇥
(⇠k)2 � (⌘k)2 + 2i⇠k⌘k

⇤
<latexit sha1_base64="kaZDY/gnagRE3Bi32Ou72VOdoVs="></latexit>

ReS(z)

ReS(z):           が減少する方向

flow は を増大、 を減少させるように進む⇠
<latexit sha1_base64="yoOn7OsP1F1+/RNw8uhVs7IvFYk="></latexit>

⌘
<latexit sha1_base64="zdEV9YZfXDiuUZmvtRwskjXUgV4="></latexit>
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(Uij) 2 U(N)
<latexit sha1_base64="lfwH4S71H3KhAxlK2Dw2h76N3gE="></latexit>

Witten (2010), Cristoforetti, Di Renzo, Scorzato (2012)
Fujii, Honda, Kato, Kikukawa, Komatsu, Sano (2013)



または 上の点 に対して

全体のflowの様子

Lefschetz thimble :

anti-thimble : ⌘ {z 2 CN | lim
t!+1

zt(z) = z�}
<latexit sha1_base64="se8Cbfk8lYcjRwOTo2kz6JUKg5k="></latexit>

⌘ {z 2 CN | lim
t!�1

zt(z) = z�}
<latexit sha1_base64="/GGKN0f0FFAiChJanMxIDaReVwU="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="ZmIdnPmTeHmAY1+a0YOt1WGCL+c="></latexit>

J�
<latexit sha1_base64="djsNN7oL/JvasxLLwD2zoFBkfIQ="></latexit>

K�
<latexit sha1_base64="+fXNuvQGrPc/gIvONYpTaRoAYCQ="></latexit>

= const.
<latexit sha1_base64="EWIXJGOD6OWuCj1IM8aVaxt8Q0M="></latexit>

Lefschetz thimble (3/3)
l

defs

note

J�
<latexit sha1_base64="8Ft/sbHvtqzQwTZrz4Qd5mKVhec="></latexit>

K�
<latexit sha1_base64="r3pTnVYBHxZOypcD6eqyXa39XYw="></latexit>

iii.が彡冭.is

傘」

瀊い※な☆
+

ReS(z) ! 1
<latexit sha1_base64="KR9nTuQsXgxLY0aX8RB5vgXLHWY="></latexit>

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

z1
<latexit sha1_base64="L9xqFkPoCRmSxW9YkOBC7R/nyHs="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="/++Uk/graiXbU78pOuJsJ+ltQWo="></latexit>

J1
<latexit sha1_base64="9kqnzxb5GMHu77ND5zlHWtsUtDQ="></latexit>

J2
<latexit sha1_base64="Vhe6oBNdJkYrTFOWOpaPTZo1NwQ="></latexit>

K1
<latexit sha1_base64="l8E+heUlH4XPb/sWmPgxhJk386o="></latexit>

K2
<latexit sha1_base64="ZF9B1hYKD1MvlQSZri+MyncU5e8="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

ImS(z) = ImS(z�)
<latexit sha1_base64="kvhieBHdxuDyhuSJXmeH1rw3xWs="></latexit>

critical point から流れ出す点の集合

critical point へ流れ込む点の集合

l

[11/34]

flow に沿って [ImS(zt)]
• = 0

<latexit sha1_base64="NQ1+qg08Kke/NqvYxg7x3KOzKRk="></latexit>

*
<latexit sha1_base64="SfcCJAOdflGAHrJEerusm9gUfrA="></latexit>

Witten (2010), Cristoforetti, Di Renzo, Scorzato (2012)
Fujii, Honda, Kato, Kikukawa, Komatsu, Sano (2013)



2. Generalized Lefschetz thimble (GLT) 法
[ Alexandru, Başar, Bedaque (2016) ]
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を大きくとるほど、被積分関数の振動を抑えることができる

Generalized Lefschetz thimble 法 (1/2)

解決法 (GLT法) :

⌃t ⌘ zt(RN ) = {z 2 CN |z = zt(x), x 2 RN}
<latexit sha1_base64="RKcynzoAe7PHRTCTW8e6dvWCPRM="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

⌘<latexit sha1_base64="DQ0lfUvL4mgTX/KzupVT5VzJQvc="></latexit>

[ Alexandru, Başar, Bedaque (2016) ]

l

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>

でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhr

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

zt(x)
<latexit sha1_base64="ovdMxb11+2tuE3sgKi7JxP7I0as="></latexit>

⌃t
<latexit sha1_base64="U9sYbB301shFL+Fzw72Czt+rtJA="></latexit>

J1
<latexit sha1_base64="9kqnzxb5GMHu77ND5zlHWtsUtDQ="></latexit>

J2
<latexit sha1_base64="Vhe6oBNdJkYrTFOWOpaPTZo1NwQ="></latexit>

Jt(x)
<latexit sha1_base64="el4AG+CfiI+yupjeQjT4tT4Ftwo="></latexit>

は で Lefschetz thimble へ近づく

RN

t ! 1
<latexit sha1_base64="4ckRBPsZ46loSm/ieAfT2pmNtNo="></latexit>

l flow の始点 は 上の座標となっているx 2 RN ⌃t
<latexit sha1_base64="U9sYbB301shFL+Fzw72Czt+rtJA="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>

notes
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問題点 : 適切な Lefschetz thimble の線形和を見つけ出し、
それらの寄与を正しい重みで足し合わせることは困難

からの連続変形により積分面をつくる :
antiholomorphic gradient flow を用いた
RN

<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

´
RN dx e�S(x)

O(x) =
´
⌃t

dz e�S(z)
O(z)

<latexit sha1_base64="Lwf+M+5s/+xKZLTRJOMRHp8sjdE="></latexit>

=
´
RN dx det

�
@zt
@x

�
e�S(zt(x))O(zt(x))

<latexit sha1_base64="aK0fl/iDAD5zS3zjpIBt/D0uv+g="></latexit>

⌃t
<latexit sha1_base64="U9sYbB301shFL+Fzw72Czt+rtJA="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit> ( が複数の曲面に分離した場合にも)
相対的な重みを正しく取り入れたサンプリングが 上で可能

⌃t
<latexit sha1_base64="U9sYbB301shFL+Fzw72Czt+rtJA="></latexit>

K1
<latexit sha1_base64="l8E+heUlH4XPb/sWmPgxhJk386o="></latexit>

K2
<latexit sha1_base64="ZF9B1hYKD1MvlQSZri+MyncU5e8="></latexit>

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>



=

´
RN dx |det Jt| e�ReS(zt(x)) · ei[�ImS(zt(x))+arg det Jt]O(zt(x))´

RN dx |det Jt| e�ReS(zt(x)) · ei[�ImS(zt(x))+arg det Jt]
<latexit sha1_base64="188lvcP8Kvn34bmGEbaXno8ZToo="></latexit>

=

´
RN dx det Jt e�S(zt(x))O(zt(x))´

RN dx det Jt e�S(zt(x))
<latexit sha1_base64="PdQblGSvo36IdwjTi8O5sxXOFFA="></latexit>

,        は次の連立微分方程式を積分して得る：

hOiS
<latexit sha1_base64="lprigmJOiPdyuNE2Ludn7XmgC+s=">AAADDnicjVK7SgNBFL1Z3/EVtRFECIaIVZhEQbESbezMw2ggCWF2HZMlsw92JwENqeys7CysFCyCnYKdWNjkByzyCSJWEWwsvLtZEA1K7rA7d86cc+/umZFNrtqCkJZP6usfGBwaHvGPjo1PTAampvdso2IpLK0Y3LAyMrUZV3WWFqrgLGNajGoyZ/tyecvZ368yy1YNfVccmSyv0aKuHqoKFQgVAvM5TvUiZ8GcRkVJoby2Uw/mLBcrpAqBEIkQN4LdSdRLQuBF3Ai8QQ4OwAAFKqABAx0E5hwo2DiyEAUCJmJ5qCFmYaa6+wzq4EdtBVkMGRTRMr6LuMp6qI5rp6btqhXswvGxUBmEMHkmDdImTXJDXsjnn7Vqbg3nW45wljtaZhYmT2dTH/+oZBxaz+xODw1nAaVv1T8KE304xL9x/OqF77ig9sh2/BNYfc31zVGZLuI4qnT01ePzd mo9Ga4tkivyil5ekhZ5Qjf16rtynWDJC/DjZYj+PvruZC8WiS5HYomV0Mamdy2GYQ4WYAnPfhU2YBvikMa+J9CAW7iTzqR76UF67FAln6eZgR8hNb8Afwa0sA==</latexit>

Generalized Lefschetz thimble 法 (2/2)
[ Alexandru, Başar, Bedaque (2016) ]

Jt(x)
<latexit sha1_base64="HC9311z3FQTbMjgqguueZA96KWM="></latexit>

zt(x)
<latexit sha1_base64="W1xAVjjpCnuo5LOiWP2gqrGshxo="></latexit>

Jt=0(x) =
<latexit sha1_base64="tzwhH8OHDRdVqSWjB1yiqIC5svM="></latexit>

zt=0(x) = x
<latexit sha1_base64="LyBJ/0b2v1bk9sPnGou7hiLRA1A="></latexit>

=

´
RN dx e�Seff

t (x)
· ei✓t(x)O(zt(x))´

RN dx e�Seff
t (x) · ei✓t(x)

<latexit sha1_base64="GsonpGAq43GZPkFmeILrXJMvMdw="></latexit>

=
hei✓tO(zt)iSeff

t

hei✓tiSeff
t

<latexit sha1_base64="CgbmVqLemdNhu5R49qbZCC054sk="></latexit>

期待値の評価 (GLT法)
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e�Seff
t (x) ei✓t(x)

⌘ ⌘

żt(x) = [@S(zt(x))]
⇤

<latexit sha1_base64="nBrwxac1LoU/5BRAzSnAcTIYbio="></latexit>

J̇t(x) = [H(zt(x)) · Jt(x)]⇤
<latexit sha1_base64="hinKrM82ANnG+gLthzB8gpimyUU="></latexit>



でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhr
iii.が彡冭.is

傘」

瀊い※な☆
+

例 : Gaussian

hOiS
<latexit sha1_base64="VDrRQV3PjdeIocQAvMsPjOEWB+A=">AAADD3icjVK7SgNBFL2urxgfidoIgiwGxSrMqqBYBW3szMNEwUiYXcdkcfbB7iQQQzorOysLKwULtVSwE8FGP8AinyBipWBj4d3NgqgoucPu3Dlzzr27Z0a1ue4KQhptUntHZ1d3qCfc29c/EIkODuVcq+xoLKtZ3HLWVeoyrpssK3TB2brtMGqonK2pO0ve/lqFOa5umauiarNNgxZNfVvXqECoEB3Lc2oWOZPzBhUljfLaSl3OOz5WyMiFaIzEiR/y70QJkhgEkbSiL5CHLbBAgzIYwMAEgTkHCi6ODVCAgI3YJtQQczDT/X0GdQijtowshgyK6A6+i7jaCFAT115N11dr2IXj46BShgnySM7IK7knF+SJfPxZq+bX8L6lirPa1DK7ENkfybz/o1JxGC2zmz0MnAWUvlT/KGz0YRv/xvOrFb7ngt4i2/NPYPV53zdPZfuI56jW1Fd2D 18zC+mJ2iQ5Ic/o5TFpkDt006y8aacplj6CMF4G5efR/05y03FlJj6dmo0lFoNrEYJRGIcpPPs5SMAyJCGLfffgHC7hSjqQrqUb6bZJldoCzTB8C+nhEwHrtNo=</latexit>

の分布
1p
�

<latexit sha1_base64="lFZz+FA0kyfit768l+Q/j7J/dlQ="></latexit>

1

�
<latexit sha1_base64="0gQnRtt/nDBHYk5Dz8QIW6Tf4JY="></latexit>

=
hO(zt)ei✓tiSeff

t

hei✓tiSeff
t

<latexit sha1_base64="OjHK3YoFM4oyLCl6mHOVaS5y7SU="></latexit>

t ! 1
<latexit sha1_base64="EYf8BsW2N69aCqw9otGdXaSEZE0="></latexit>

hei✓tiSeff
t

! 1
<latexit sha1_base64="VyGyc97GDZBfDnjScxjbMPG2Ae0="></latexit>

1p
�
e��t

<latexit sha1_base64="YP4V0c/4HzhyqULqpXcoGW1B1ms="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

⌃t
<latexit sha1_base64="U9sYbB301shFL+Fzw72Czt+rtJA="></latexit>

✓t
<latexit sha1_base64="R7O3Nl0TPpd0/tVleX8KEUTmT2s="></latexit>

l

l

✓t
<latexit sha1_base64="R7O3Nl0TPpd0/tVleX8KEUTmT2s="></latexit>

⇡
<latexit sha1_base64="buDrCeUsZRqchCoOf9Ti1aY7kX4="></latexit>

�⇡
<latexit sha1_base64="JV9ncKfBiVGOXuyEaD5uoBuDOeY="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

J
<latexit sha1_base64="BTHMSg6daOkCYjLKZCkcSKO04EI="></latexit>

K
<latexit sha1_base64="ufwG8aTeD8KU2ffeDoUzKzpgMlc="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="bET3uuh+VDNifCFtN9/kIzMz5B0="></latexit>

note

t = 0
<latexit sha1_base64="VCyFPqzuRBS47YwUczKXHdPKUNM="></latexit>

t � 0
<latexit sha1_base64="W4YjZO8+RIWLP6cBEVoaqO3LQ08="></latexit>

を十分に大きくとればt
<latexit sha1_base64="iHBu+XpjW3/Murb4NXJvorFTUQU="></latexit>

S(x) =
�

2
(x� i)2

<latexit sha1_base64="GQH/y1wqvlUNOKaaIPCT9ekavP8="></latexit>

O(x) = x2
<latexit sha1_base64="WI9lKM3mnS/EoIOtWRZ3mp42kkc="></latexit>

=

�
1
� � 1

�
e�

�
2 e�2�t

e�
�
2 e�2�t

<latexit sha1_base64="uxMRUGV/f5R8sIuMBPdkACAREVM="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

Se↵
t (x) =

�e2�t

2

�
x2 � e�4�t

�
� �t

<latexit sha1_base64="f3zw/dMQyRWdnsBFVe0fqkBgjgU="></latexit>

分母・分子を にできる

期待値の評価 (GLT法)

直感的理解
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)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>

O(1)

t = 0
<latexit sha1_base64="VCyFPqzuRBS47YwUczKXHdPKUNM="></latexit>

t � 0
<latexit sha1_base64="W4YjZO8+RIWLP6cBEVoaqO3LQ08="></latexit>



目的の平衡分布 とは異なる分布から
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iii.亥「彡冭.it

☆

慥※※し

+

☆ 増大

l

multimodality
を大きくすると と の交点 周りを除き、t

<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

K�
<latexit sha1_base64="+fXNuvQGrPc/gIvONYpTaRoAYCQ="></latexit>

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

⌘ x�
<latexit sha1_base64="xiF7EQFUc6gzvnM11f3zmRBy5iY="></latexit>

複数のthimbleが寄与する場合、平衡分布はmultimodalになる

multimodalな分布に対してMC計算を行うと、
あるピークのまわりに配位がトラップされ

誤った期待値の評価

flow 時間を1つに固定すると
振動積分の抑制と multimodality の問題でジレンマが生じる

RN
<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

multimodality の問題を避けるためには、 を小さくとる必要がある

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

t = 0
<latexit sha1_base64="fS1zJJEZWLWObLGIym2zBkGK+sQ="></latexit>

z1
<latexit sha1_base64="L9xqFkPoCRmSxW9YkOBC7R/nyHs="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="/++Uk/graiXbU78pOuJsJ+ltQWo="></latexit>

J1
<latexit sha1_base64="9kqnzxb5GMHu77ND5zlHWtsUtDQ="></latexit>

J2
<latexit sha1_base64="Vhe6oBNdJkYrTFOWOpaPTZo1NwQ="></latexit>

K1
<latexit sha1_base64="l8E+heUlH4XPb/sWmPgxhJk386o="></latexit> K2

<latexit sha1_base64="ZF9B1hYKD1MvlQSZri+MyncU5e8="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

l

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>
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配位を生成することになる

Se↵
t (x)

<latexit sha1_base64="eVG5a6cigdggudV3YlxnXmbSO0E="></latexit>

の値は急速に増大する (実際、fermion determinant がある場合はfinite  で∞)t
<latexit sha1_base64="x92SNDhg3amBXlcM22sjuQhLkHw="></latexit>

e�Seff
t

<latexit sha1_base64="WlxqzS1JPCdW0f6XO9Hy6dCUlEA="></latexit>Se↵
t

<latexit sha1_base64="P1gkXqK8v4Zp0YJTCxw1NEK2y8E="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

/ e�Seff
t

<latexit sha1_base64="487OfoR3r3IfamzqphPD4QDeHPo="></latexit>



3. Tempered Lefschetz thimble (TLT)法

[17/34]

[ Fukuma, Umeda (2017), Fukuma, NM, Umeda (2019) ]



フロー時間によるテンパリング

解決法(TLT法) : t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

[ Fukuma, Umeda (2017) ]

[ Swendensen, Wang (1986), Geyer (1991) ]

ATiが.itが 、

いか
/

TheATiが.itが 、

いか
/

The
増大

t = 0
<latexit sha1_base64="fS1zJJEZWLWObLGIym2zBkGK+sQ="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

···
<latexit sha1_base64="TyYfDLSFdnB0lytVNcJoE1BwE70="></latexit>

a = A
<latexit sha1_base64="lcmWY4JTR//I36VQY6wzJzPLk50="></latexit>

a = A� 1
<latexit sha1_base64="43eBqt780PRKGxmDHUBjrLpOKWc="></latexit>

a = 1
<latexit sha1_base64="tUVtz5GZJUm9zQuwb9yugGRQ79w="></latexit>

a = 0
<latexit sha1_base64="+gDT7+q/pZLle3JPjn9aaKw4gRQ="></latexit>

Se↵
t

<latexit sha1_base64="P1gkXqK8v4Zp0YJTCxw1NEK2y8E="></latexit>

e�Seff
t

<latexit sha1_base64="WlxqzS1JPCdW0f6XO9Hy6dCUlEA="></latexit>

パラメーターのfine tuning が
ほとんど必要ないparallel tempering を用いる

ジレンマ : 振動積分の抑制とmultimodality問題

概略 (詳細は次頁)

各レプリカ に対して
flow 時間 を設定

空間のコピー(レプリカ)を用意 :

ta
<latexit sha1_base64="sv02Y0kZbO7k8bBfDm8zsu7oURY="></latexit>

t0 ⌘ 0 < t1 < · · · < tA ⌘ T
<latexit sha1_base64="4NFfYsLIXOySYTgcqaSu60jEB+k="></latexit>

拡大された配位空間 上で{(x0, · · · , xA)}
<latexit sha1_base64="87cAJHpX7Ikb+25Qj6NNVf30IiI="></latexit>

大域的な平衡分布を実現させる :

Peq(x0, · · · , xA) /
AY

a=0

e�Seff
ta

(xa)

<latexit sha1_base64="FEtwiL3eyruRoCsbweBOnfI6e80="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

方向の遷移だけでなく、
レプリカ間で配位の交換も行うことで、
x

<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

{x} ! {(x0, x1, · · · , xA)}
<latexit sha1_base64="fxtdMKvJnvRRWlkec4Q1CVpEOJA="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>
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i.e. を小さく設定した配位空間を遷移の迂回路として用意する
をテンパリングパラメーターとしてテンパリング法を適用する
t

<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

l

l

l



ATiが.itが 、

いか
/

TheATiが.itが 、

いか
/

The

具体的アルゴリズム (1/2)
積分の振動が十分抑制されるように、
最大 flow 時間 を十分大きく設定T

<latexit sha1_base64="aMguQ/F5cFeI0vL3m5/0m5BSsWY="></latexit>

{ta}a=0,··· ,A
<latexit sha1_base64="0o2QeVyICxzP06Y1hPfgSwquHmY="></latexit>

t0 ⌘ 0 < t1 < · · · < tA ⌘ T
<latexit sha1_base64="4NFfYsLIXOySYTgcqaSu60jEB+k="></latexit>

を選び配位空間を拡大 :

各 に対して、独立な初期値 から
flow eq. を積分する :
a

<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

xa
<latexit sha1_base64="B+YNGsSBi1BpaLXr4NdQ+B0EmbM="></latexit>

2
<latexit sha1_base64="GmtS3rShPvZvo1LMOWGdEjEeYpA="></latexit> RN

<latexit sha1_base64="pnBzDfy/8YHjQ6/9uPL/LaywC/s="></latexit>

(xa, za ⌘ zta(xa), Ja ⌘ Jta(xa))
<latexit sha1_base64="R8Sjj+nTDVKpKJr3twUA9vs9jSI="></latexit>

各レプリカ 上で独立に 方向の遷移を行い、
局所平衡を実現

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

Metropolis法により
隣り合うレプリカ間で配位 を交換 :(xa, xa+1)

<latexit sha1_base64="y+EosfLoMgb9axpfc0KkG+hz23w="></latexit>

(xa, xa+1) = (x, y)
<latexit sha1_base64="o63y68LYd2/A0jljouv9DJA/5Fw="></latexit>

!
<latexit sha1_base64="wwKNyqKQncQcxSc31J7fJlWR8cg="></latexit>

(x0
a, x

0
a+1) = (y, x)

<latexit sha1_base64="peZpoVnEec0kW0uS+F03ilInLjg="></latexit>

と提案

これを確率 min

 
1,

e
�Seff

ta
(y)�Seff

ta+1
(x)

e
�Seff

ta
(x)�Seff

ta+1
(y)

!

<latexit sha1_base64="l50drdlRMEGtAQxkkI1JZkRsJ1U="></latexit>

で採択

①

②

④

⑤

[ Fukuma, Umeda (2017) ]

増大

t = 0
<latexit sha1_base64="fS1zJJEZWLWObLGIym2zBkGK+sQ="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

···
<latexit sha1_base64="TyYfDLSFdnB0lytVNcJoE1BwE70="></latexit>

a = A
<latexit sha1_base64="lcmWY4JTR//I36VQY6wzJzPLk50="></latexit>

a = A� 1
<latexit sha1_base64="43eBqt780PRKGxmDHUBjrLpOKWc="></latexit>

a = 1
<latexit sha1_base64="tUVtz5GZJUm9zQuwb9yugGRQ79w="></latexit>

a = 0
<latexit sha1_base64="+gDT7+q/pZLle3JPjn9aaKw4gRQ="></latexit>

Se↵
t

<latexit sha1_base64="P1gkXqK8v4Zp0YJTCxw1NEK2y8E="></latexit>

e�Seff
t

<latexit sha1_base64="WlxqzS1JPCdW0f6XO9Hy6dCUlEA="></latexit>

{x} ! {(x0, x1, · · · , xA)}
<latexit sha1_base64="fxtdMKvJnvRRWlkec4Q1CVpEOJA="></latexit>

(前述のように)
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は によらず同じ の推定値を与える

方向の遷移とレプリカ間の交換を繰り返し、 個の配位を得る :⑥

flow 時間 の下での期待値の評価 :ta
<latexit sha1_base64="sv02Y0kZbO7k8bBfDm8zsu7oURY="></latexit>

⌘ Oa
<latexit sha1_base64="l7nPpgKXNNrUN2+X+TdX70pVgNU="></latexit>

note
Oa

<latexit sha1_base64="ulYekhevnLQ0BezAElC+UAcyY3Q="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

hOiS
<latexit sha1_base64="qigdmgnIHUgd/e6ZzbYMZVk/6lk="></latexit>

システムが大域平衡に到達しており、サンプルサイズ が十分であれば、
任意の に対し、(誤差の範囲で)      は同じ値を取るa

<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit> Oa
<latexit sha1_base64="ulYekhevnLQ0BezAElC+UAcyY3Q="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

[ Fukuma, Umeda (2017) ]

hOiS =
hei✓taO(zta)iSeff

ta

hei✓ta iSeff
ta

<latexit sha1_base64="vaByN/TKuKgMEnXq1+Hyf5v8toE="></latexit>

practical comments
確率分布のピークの位置は に固定されているl x�

<latexit sha1_base64="d47ngs9h4g0cyfIcSAW5BOYcG8Y="></latexit>

l アルゴリズムの大部分は並列計算ができる
分布間のオーバーラップは十分に確保される

レプリカ数の増加に伴う計算量の増加は並列化により対処できる

具体的アルゴリズム (2/2)

[20/34]

Nconf
<latexit sha1_base64="CSNcKN55txZBgfZGbPejc+eylb8="></latexit>

{(x(k)
a , z(k)a , J (k)

a )}k=1,··· ,Nconf
<latexit sha1_base64="N/PtJfp5Z1O2bHQIaxDQ1dKXEIw="></latexit>

⇡

PNconf

k=1 ei✓ta (x
(k))

O(z(k)a )
PNconf

k=1 ei✓ta (x(k))
<latexit sha1_base64="79XkJmM2p0z+/EW9CZGieFxyQCc="></latexit>

Nconf
<latexit sha1_base64="CSNcKN55txZBgfZGbPejc+eylb8="></latexit>

推定値に
バーの記号を使用



逆に、 が より十分に大きければ、

が一様分布とすると、 について

TLT法における正確な推定 (1/2)
TLT法では、次のようにして正確に期待値を評価できる：
① が十分に大きくなっている の範囲を特定する

✓ta
<latexit sha1_base64="01DJwl9Meh0tgTjL6FOSA59K1D0="></latexit>

.hei✓ta i = 0
<latexit sha1_base64="2+Ib4ZASGIzTXGLsCdCWfhoL2ko="></latexit>

,

✓ta
<latexit sha1_base64="01DJwl9Meh0tgTjL6FOSA59K1D0="></latexit>

の分布は一様分布から十分に外れている

誤差を含めて が よりも大きいこと

a = amin, · · · , amax ⌘ A
<latexit sha1_base64="UMrk5XPbQ3/4Tqdn4pL5OsuI6F0="></latexit>

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
l

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

���hei✓ta iSeff
ta

���
<latexit sha1_base64="OSaKuU1RcC/YBCo6Nv+/C4wogic="></latexit>

-_- -_- -_- -_- - -_- 一  _ 一 _

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

amax
<latexit sha1_base64="j3bIL/H5E+S8zU2QyXvmvnQ4EGg="></latexit>

amin
<latexit sha1_base64="FgYBRQlnBQOQ+IKrscjWlbCZl1M="></latexit>

|ei✓ta |
<latexit sha1_base64="/a+lzQSom8Dn+10zWgpun+M743U="></latexit>

|ei✓ta |
<latexit sha1_base64="/a+lzQSom8Dn+10zWgpun+M743U="></latexit>

hOiS =
hei✓taO(zta)iSeff

ta

hei✓ta iSeff
ta

<latexit sha1_base64="v/7nPr+uCcow81SfGrzDFa0RyPw="></latexit>

採用した基準 :
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|ei✓ta |
<latexit sha1_base64="/a+lzQSom8Dn+10zWgpun+M743U="></latexit>

(i.e. 積分の振動は十分に抑制されている) と判断できる

)
<latexit sha1_base64="rDEcQslOXJ57XJA2h7LxcRHP1SY="></latexit>

3p
2Nconf

<latexit sha1_base64="4qaSgu98+BuY8fY9cD8ho8Hu8xQ="></latexit>

3p
2Nconf

<latexit sha1_base64="4qaSgu98+BuY8fY9cD8ho8Hu8xQ="></latexit>

ei✓ta ⌘ 1

Nconf

NconfX

k=1

ei✓ta (x
(k))

<latexit sha1_base64="rvwQy11SGJoTaMi9MxIqpPzGuho="></latexit>

�
���hei✓ta i

��� =
1p

2Nconf
<latexit sha1_base64="TDqO6kNv77GCGAjHfBp/ojdxUmU="></latexit>

1p
2Nconf

<latexit sha1_base64="LqJX5HRXVpmVjVK+dfYv+DvAmB0="></latexit>



-_- -_- -_- -_- - -_- 一  _ 一 _

② {Oa}a=amin,··· ,amax
<latexit sha1_base64="qQ7SZ/ZEJXVROlAgN4N2eeoBRc8="></latexit>

に対して、定数関数による フィットを行う�2
<latexit sha1_base64="bBc+yuy43Fp2LZ8SDHUDe0uqezg="></latexit>

正しく期待値の評価を行えているかは、得られた の値により判断できる�2
<latexit sha1_base64="bBc+yuy43Fp2LZ8SDHUDe0uqezg="></latexit>

TLT法における正確な推定 (2/2)
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

-_- -_- -_- -_- - -_- 一  _ 一 _

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

���ei✓ta
���

<latexit sha1_base64="EChTRTiSdUSrxz+D4EGIVZxVANo="></latexit>

amax
<latexit sha1_base64="j3bIL/H5E+S8zU2QyXvmvnQ4EGg="></latexit>

amin
<latexit sha1_base64="FgYBRQlnBQOQ+IKrscjWlbCZl1M="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="Y+f6HjNLc6zUMlP9Y20LZpewonQ="></latexit>

amax
<latexit sha1_base64="j3bIL/H5E+S8zU2QyXvmvnQ4EGg="></latexit>

amin
<latexit sha1_base64="FgYBRQlnBQOQ+IKrscjWlbCZl1M="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

Oa
<latexit sha1_base64="ulYekhevnLQ0BezAElC+UAcyY3Q="></latexit>
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3p
2Nconf

<latexit sha1_base64="4qaSgu98+BuY8fY9cD8ho8Hu8xQ="></latexit>



iii.亥「彡冭.it

☆

慥※※し

+

☆ A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA

A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA

A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA

A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA

comment : global sign mixture / residual sign

(global sign mixture)

一般に、 で とならないt ! 1
<latexit sha1_base64="EYf8BsW2N69aCqw9otGdXaSEZE0="></latexit>

✓t(x) = �ImS(zt(x)) + arg det Jt(x)
<latexit sha1_base64="tvRy+JejVNKH9ZpNkYqmC7KzPbs="></latexit>

*
<latexit sha1_base64="SfcCJAOdflGAHrJEerusm9gUfrA="></latexit> ①

② (residual sign)

複数のthimbleが寄与する場合、
ごとに の値は異なっていてよい

① ②

ImS(z�)
<latexit sha1_base64="oKXj2DfJuraJuWmkAq5VOirwyWI="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="mTR2mPmvM3xNkt08WhTQAR7TY4M="></latexit>

t = 0
<latexit sha1_base64="fS1zJJEZWLWObLGIym2zBkGK+sQ="></latexit>

✓t
<latexit sha1_base64="R7O3Nl0TPpd0/tVleX8KEUTmT2s="></latexit>

にはヤコビアンからの寄与がある
�ImS

<latexit sha1_base64="v7HjQQzFvZcuPfJRq+hvijC7tKI="></latexit>

✓t
<latexit sha1_base64="R7O3Nl0TPpd0/tVleX8KEUTmT2s="></latexit>

note
①, ② は積分変数の取り方に依存する

積分変数の取り方を変えることで状況はかなり変わる(確認済)

l

l

A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA
⇡

<latexit sha1_base64="buDrCeUsZRqchCoOf9Ti1aY7kX4="></latexit>

�⇡
<latexit sha1_base64="JV9ncKfBiVGOXuyEaD5uoBuDOeY="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit> ⇡

<latexit sha1_base64="buDrCeUsZRqchCoOf9Ti1aY7kX4="></latexit>

�⇡
<latexit sha1_base64="JV9ncKfBiVGOXuyEaD5uoBuDOeY="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="oqrT1EfGpYlvkPazs/6L6918J0k="></latexit>

�ImS
<latexit sha1_base64="v7HjQQzFvZcuPfJRq+hvijC7tKI="></latexit>

�ImS
<latexit sha1_base64="v7HjQQzFvZcuPfJRq+hvijC7tKI="></latexit>

�ImS
<latexit sha1_base64="v7HjQQzFvZcuPfJRq+hvijC7tKI="></latexit>

�ImS
<latexit sha1_base64="v7HjQQzFvZcuPfJRq+hvijC7tKI="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="TNSDPxFmU99VPwrB+upM0wmyJ2Q="></latexit>

e�Seff
t

<latexit sha1_base64="WlxqzS1JPCdW0f6XO9Hy6dCUlEA="></latexit>

分布 分布

分布�ImS(z�2)
<latexit sha1_base64="iEG+MGYDj/4N48tQ8paF6pinP7k="></latexit>

�ImS(z�1)
<latexit sha1_base64="CeHz5Ycqn6Zi0PBIwzzH8JHHImQ="></latexit>

⇡
<latexit sha1_base64="buDrCeUsZRqchCoOf9Ti1aY7kX4="></latexit>�⇡

<latexit sha1_base64="JV9ncKfBiVGOXuyEaD5uoBuDOeY="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="KxMDUCR4q6PrMAZ2n+juQNu0kdw="></latexit>

でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhr

でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhr

でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhr

でも

逾
- !激し

傘 隊

いがhrz1
<latexit sha1_base64="L9xqFkPoCRmSxW9YkOBC7R/nyHs="></latexit>

z2
<latexit sha1_base64="/++Uk/graiXbU78pOuJsJ+ltQWo="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

x1
<latexit sha1_base64="Woypy8iU1R6CJU9m2rhRX5470Tg="></latexit>

x2
<latexit sha1_base64="LFvVLffXT4bpqAsvZNPVaNb4ZzE="></latexit>

|hei✓tiSeff
t
| ! 1

<latexit sha1_base64="4JawbTgVAN5MwzZqXH2c2pc9W9c="></latexit>

A A A

t.si飈 、

※ T

が 4/1/1 、

A AA
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4. Hubbard 模型への適用
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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: サイト 上のスピン をもつ電子の生成消滅演算子

Hubbard 模型
固体中の電子の模型 [ Hubbard (1963) ]

�
<latexit sha1_base64="SErLYuwHpkKgGWapXxFXHp+tkr4="></latexit>

ハミルトニアン (化学ポテンシャルを含む)

x
<latexit sha1_base64="wC9YDAyS/9iYDNsCXchG6luXqCQ="></latexit>

ホッピング項 化学ポテンシャル項 同一サイト上の電子間に働く
Coulomb 斥力を模した項

以下では、 とシフトして、
µ = 0

<latexit sha1_base64="0xADRGjz4KNHB8VWJK9lWROqS5g="></latexit>

がハーフフィリングに対応するようにする :

nx,� ! nx,� � 1

2
<latexit sha1_base64="WGwuyzFnAcgAIsuSLCHMXLerNJ0="></latexit> X

�=",#

⌧
nx,� � 1

2

� ����
µ=0

= 0

<latexit sha1_base64="C9dltSXf/dZxEIaH2Beo3u2eq6Q="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="wC9YDAyS/9iYDNsCXchG6luXqCQ="></latexit>

defs
l

l

note

l

ハミルトニアン (シフト後)l

H ⌘ �

X

hx,yi

X

�

c
†
x,�cy,� � µ

X

x

(nx," + nx,#) + U

X

x

nx,"nx,#

<latexit sha1_base64="oMffNF/QAwRLl9lLAuou0o6JcL4="></latexit>

H ⌘ �

X

hx,yi

X

�

c
†
x,�cy,� � µ

X

x

(nx," + nx,# � 1) + U

X

x

✓
nx," �

1

2

◆✓
nx,# �

1

2

◆

<latexit sha1_base64="NjPgIOteJvSFdraP2jSCcKDGP6c="></latexit>

U > 0
<latexit sha1_base64="lrKN3B2ANLT21zvES7RZwz007E8="></latexit>

 > 0
<latexit sha1_base64="AjM2HFrQ7dKpPxd0gk5wcJ4BWWo="></latexit>

nx,� ⌘ c†x,�cx,�
<latexit sha1_base64="rJUz1s1wcbQEzmw4WhIzMuRhu4U="></latexit>

c†x,�, cx,�
<latexit sha1_base64="8dH+ZAYZ37c4CYxrpg77KooYqZs="></latexit>
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MCで用いる作用 :
S(�) ⌘ 1

2

X

l,x

�2
l,x � ln detMa(�)� ln detMb(�)

<latexit sha1_base64="P1jmVA0n6bmflT2AYf2wpfTEy+Q="></latexit>

note S(�)
<latexit sha1_base64="z74TUDLy6Orgi1wAmqe5Or7nLpo="></latexit>

は で実数値µ = 0
<latexit sha1_base64="0xADRGjz4KNHB8VWJK9lWROqS5g="></latexit>

*
<latexit sha1_base64="SfcCJAOdflGAHrJEerusm9gUfrA="></latexit>

をTLT法により評価する x = (xi) ⌘ (�l,x) 2 RN
<latexit sha1_base64="iTl+dRkl6N8QjzVdlnG6eZsi7z0="></latexit>

Mb(�)
��
µ=0

= Ma(�)
��⇤
µ=0

<latexit sha1_base64="m3oOUs0epbF+el/UP7sNWUuZvZk="></latexit>

hni '
´
[d�]e�S(�)n(�)´
[d�]e�S(�)

⌘ hniS
<latexit sha1_base64="1lswpLizHe+KVYHNNciMJ0rIA2s="></latexit>

hniS
<latexit sha1_base64="+b0hG5g3rgJ3MCPnN1OXyg7UAT8="></latexit>

経路積分表示

ハーフフィリングでは符号問題は発生しない

数密度演算子

Ma/b = + e±�µ · T
N⌧Y

l=1

e�✏K · diag e±i
p
✏U�l

<latexit sha1_base64="I/T4FutYOaCByj0QSevanvD7TPs="></latexit>

n(�) ⌘ 1

i
p
✏UN⌧Ns

X

l,x

�l,x

<latexit sha1_base64="paE94yAia/T5+8K0mB0ia5W66Lg="></latexit>

ボソン変数を導入し、経路積分の形に書き換える :
Z ⌘ Tr e��H

<latexit sha1_base64="DHO51XfmnL9q3Ftv/c7gctj329c="></latexit>

' (const.)
´
(
Q

d�l,x) e
� 1

2

P
�2
l,x detMa(�) detMb(�)

<latexit sha1_base64="e7Cs23ymgaXalklXFXK0zChZPaA="></latexit>

虚時間方向を離散化
� ⌘ N⌧ ✏

<latexit sha1_base64="By2D0weBPQsO2LJa2kB6j5neQLw="></latexit>

n ⌘ 1

Ns

X

x,�

✓
nx,� � 1

2

◆

<latexit sha1_base64="78ooWhbSAq74S6M5CfGTsgBjf/4="></latexit>

[26/34]i = (l,x) = 1, · · · , N (N ⌘ N⌧Ns)

経路積分の形に書き換え:



◆ ◆ ◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆ ◆
〈�〉

μ

����� �����

◆ 	/ ��
���
�� (�>�)
	/� ��
���
�� (�>�)
��	�
���
�� (�=�)

� � �� ��
���

���

���

���

���

���

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

A = 8 ⇠ 12
<latexit sha1_base64="ofgVdrv/X+0lyGx0wN0pq3Sj4qY="></latexit>

結果

[27/34]

における数密度演算子 の期待値を評価
2x2 周期的正方格子 ,           ,            ,        Ns = 4

<latexit sha1_base64="u5dmco+YJP1mZfnLtJCk/muVjpY="></latexit>

l N⌧ = 5
<latexit sha1_base64="Al0s+uO7Xsf4I7SvnsVKk8mfPjI="></latexit>

� = 3
<latexit sha1_base64="f9kwfnF9AQSQnYimClRD6MNdHNg="></latexit>

�U = 13
<latexit sha1_base64="PLN1N82Qlfl0RpacT+mGpWCRIzw="></latexit>

�µ = 1, · · · , 16
<latexit sha1_base64="MTEM8STApTNBpNjmBBAT6e4Idyo="></latexit>

Nconf = 5, 000 ⇠ 25, 000
<latexit sha1_base64="DUbGvKaVGA/gdYArgdhVrqLrlmQ="></latexit>

�µ
<latexit sha1_base64="vF5SpdA18RFZ4GY/Vam3NVYZokA="></latexit>

n = 1
Ns

P
x,�

�
nx,� � 1

2

�
<latexit sha1_base64="MLGocwHdKIFzKF9nnKtowVuKvqs="></latexit>



◆ ◆ ◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆

◆ ◆
〈�〉

μ

����� �����

◆ 	/ ��
���
�� (�>�)
	/� ��
���
�� (�>�)
��	�
���
�� (�=�)

� � �� ��
���

���

���

���

���

���

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

A = 8 ⇠ 12
<latexit sha1_base64="ofgVdrv/X+0lyGx0wN0pq3Sj4qY="></latexit>

結果
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Nconf = 5, 000 ⇠ 25, 000
<latexit sha1_base64="DUbGvKaVGA/gdYArgdhVrqLrlmQ="></latexit>

�µ
<latexit sha1_base64="vF5SpdA18RFZ4GY/Vam3NVYZokA="></latexit>

例として に注目�µ = 5
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に対して、
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テンパリングの効果 (1/4)

T = 0.5
<latexit sha1_base64="qGXnywY7cp2lY39jQAHs2xVVIEY="></latexit>

における配位の広がり の分布

テンパリングあり テンパリングなし

多数のthimbleからの寄与を
取り入れることができている

少数のthimbleにトラップされている
(multimodality が原因)

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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�µ = 5
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テンパリングあり テンパリングなし

テンパリングをしない場合、期待値を正確に評価するのは非常に困難：

誤差の範囲で一致

テンパリングの効果 (2/4)
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]

l

multimodality のために
本来の値より大きい

multimodality のために
間違った値を小さい誤差で推定

�2

DOF
= 0.45
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�µ = 5
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,     の分布
テンパリングあり テンパリングなし

多くのピークを含む
ピークの数が非常に多く、
それぞれがヤコビアンの寄与で広げられている

少数のピークしかなく、
ほとんどunimodal

テンパリングの効果 (3/4)
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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�µ = 5
<latexit sha1_base64="fdxorwzXj0UHmTo1DGfAWYd9Qkc="></latexit>



複数のthimbleからの寄与を正しく取り入れた場合の方が
は小さくなる傾向にある

の値だけを見て、符号問題が解消しているかを判断するのは非常に困難
マルコフ連鎖が大域平衡にあることと、サンプルサイズが十分であることを
保証する条件が正確な計算には不可欠

テンパリングの効果 (4/4)
[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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�µ
<latexit sha1_base64="vF5SpdA18RFZ4GY/Vam3NVYZokA="></latexit>



5. まとめ・今後の展望
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まとめ
tempered Lefschetz thimble法 (TLT法)は
符号問題を解消する汎用性の高いアルゴリズムである
TLT法では、期待値の評価が正しく行われていること

マルコフ連鎖が大域平衡に到達していること
サンプルサイズが十分であること

の判断を含めて評価することが可能である

TLT法をHubbard 模型に適用し、厳密値が正しく再現されることを示した
一方でテンパリングを行わない場合には、適切な flow 時間を選ぶことが
非常に困難であることを議論した

今後の展望
より大きな格子上でHubbard 模型の計算を行い、相構造を特定する
TLT法を ①

②
③

有限密度QCD
量子モンテカルロ計算 (Hubbard模型を含む)
実時間 量子力学/場の量子論

に適用する
上記計算に向けて、さらなるアルゴリズムの改良を行う
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[ Fukuma, Umeda (2017) ]

[ Fukuma, NM, Umeda (2019) ]
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[ Fukuma, NM, Umeda (work in progress) ]

[ Fukuma, NM, Umeda (work in progress) ]



Thank you.
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テンパリングあり テンパリングなし

✓T
<latexit sha1_base64="VYxenYnO1g3nBut/dwP9YhfKd58="></latexit>

�ImS(zT )
<latexit sha1_base64="Ee3xKbMIFr9GUKsLwdSZjH9BaMw="></latexit>

arg det JT
<latexit sha1_base64="jXZ7LlwAauBmomXt4IrfI0ZsBVk="></latexit>

の分布

µ = 5
<latexit sha1_base64="0xi59ZbDzEQIkL+NixhrhIaoIeM="></latexit>

の分布

の分布



For matrices                  ,                  ,        ,                  ,
define operators                             ,                              ,        .

C = (Cxy)
<latexit sha1_base64="ycIb2J6yL2AmlgNcMq8cDO2HlI4="></latexit><latexit sha1_base64="ycIb2J6yL2AmlgNcMq8cDO2HlI4="></latexit><latexit sha1_base64="ycIb2J6yL2AmlgNcMq8cDO2HlI4="></latexit><latexit sha1_base64="ycIb2J6yL2AmlgNcMq8cDO2HlI4="></latexit>

B = (Bxy)
<latexit sha1_base64="FKl404HLrav4oA8T2cgycl+5Xlk="></latexit><latexit sha1_base64="FKl404HLrav4oA8T2cgycl+5Xlk="></latexit><latexit sha1_base64="FKl404HLrav4oA8T2cgycl+5Xlk="></latexit><latexit sha1_base64="FKl404HLrav4oA8T2cgycl+5Xlk="></latexit>

A = (Axy)
<latexit sha1_base64="XBNXJ0hamhi3DY4+7dEd4cVLV0A="></latexit><latexit sha1_base64="XBNXJ0hamhi3DY4+7dEd4cVLV0A="></latexit><latexit sha1_base64="XBNXJ0hamhi3DY4+7dEd4cVLV0A="></latexit><latexit sha1_base64="XBNXJ0hamhi3DY4+7dEd4cVLV0A="></latexit>

· · ·<latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit>

Tr[eÂeB̂ · · · eĈ ] = det[ + eAeB · · · eC ]
<latexit sha1_base64="GfY9HQCBYSqxy8WgEmVs0daJliA="></latexit><latexit sha1_base64="GfY9HQCBYSqxy8WgEmVs0daJliA="></latexit><latexit sha1_base64="GfY9HQCBYSqxy8WgEmVs0daJliA="></latexit><latexit sha1_base64="GfY9HQCBYSqxy8WgEmVs0daJliA="></latexit>

· · ·<latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit><latexit sha1_base64="534piEG0d76EpcdxVH8VtJB6Gxw="></latexit>

Then,
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Â ⌘
X

x,y

a†xAxyay
<latexit sha1_base64="0wrfiiv273f/4yiaoz3yKhRD7eM="></latexit><latexit sha1_base64="0wrfiiv273f/4yiaoz3yKhRD7eM="></latexit><latexit sha1_base64="0wrfiiv273f/4yiaoz3yKhRD7eM="></latexit><latexit sha1_base64="0wrfiiv273f/4yiaoz3yKhRD7eM="></latexit>

B̂ ⌘
X

x,y

a†xBxyay
<latexit sha1_base64="Pezzc0bbuY0YhSKcU1SfRdiPEu8="></latexit><latexit sha1_base64="Pezzc0bbuY0YhSKcU1SfRdiPEu8="></latexit><latexit sha1_base64="Pezzc0bbuY0YhSKcU1SfRdiPEu8="></latexit><latexit sha1_base64="Pezzc0bbuY0YhSKcU1SfRdiPEu8="></latexit>

.
.

計算の詳細

It is sufficient to show that:
For a matrix     defined by                                                           , 

eÂeB̂ = eD̂
<latexit sha1_base64="qqI2THBQXShEmMoj88uYNMYtzwI="></latexit><latexit sha1_base64="qqI2THBQXShEmMoj88uYNMYtzwI="></latexit><latexit sha1_base64="qqI2THBQXShEmMoj88uYNMYtzwI="></latexit><latexit sha1_base64="qqI2THBQXShEmMoj88uYNMYtzwI="></latexit>

D
<latexit sha1_base64="/8QSSuzi1jlhvY/ixmH21HoqGa0="></latexit><latexit sha1_base64="/8QSSuzi1jlhvY/ixmH21HoqGa0="></latexit><latexit sha1_base64="/8QSSuzi1jlhvY/ixmH21HoqGa0="></latexit><latexit sha1_base64="/8QSSuzi1jlhvY/ixmH21HoqGa0="></latexit>

TreÂ = det[ + eA]
<latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="1CwX0Ci6Dttm2N1eHZmlRmqkElQ="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="K3xsbSA9ZylUPwIVbWYjxPaqqgA="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="1CwX0Ci6Dttm2N1eHZmlRmqkElQ="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="K3xsbSA9ZylUPwIVbWYjxPaqqgA="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit>

�
(1)

(2)

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]+··· ⌘ eD

<latexit sha1_base64="fV4MnkPAgRb98yWBIbQOUgYLCVs="></latexit><latexit sha1_base64="fV4MnkPAgRb98yWBIbQOUgYLCVs="></latexit><latexit sha1_base64="fV4MnkPAgRb98yWBIbQOUgYLCVs="></latexit><latexit sha1_base64="fV4MnkPAgRb98yWBIbQOUgYLCVs="></latexit>

we have                       .

.



Note that the linear map              preserves the commutation relations :n
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proof of (1)

A 7! Â
<latexit sha1_base64="jAoWOjkx/paPAz6+eqgvTZl+rg0="></latexit><latexit sha1_base64="jAoWOjkx/paPAz6+eqgvTZl+rg0="></latexit><latexit sha1_base64="jAoWOjkx/paPAz6+eqgvTZl+rg0="></latexit><latexit sha1_base64="jAoWOjkx/paPAz6+eqgvTZl+rg0="></latexit>

[Â, B̂] =
X

x,y

a†x[A,B]xyay = \[A,B]
<latexit sha1_base64="dwMRo6oVsT/u0gHSzXBoB7tDYyo="></latexit><latexit sha1_base64="dwMRo6oVsT/u0gHSzXBoB7tDYyo="></latexit><latexit sha1_base64="dwMRo6oVsT/u0gHSzXBoB7tDYyo="></latexit><latexit sha1_base64="dwMRo6oVsT/u0gHSzXBoB7tDYyo="></latexit>

Therefore,

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]+··· = e(A+B+ 1

2 [A,B]+··· ) = eD̂
<latexit sha1_base64="WdktprYBu1bYdrmVoV7lZX28o0s="></latexit><latexit sha1_base64="WdktprYBu1bYdrmVoV7lZX28o0s="></latexit><latexit sha1_base64="WdktprYBu1bYdrmVoV7lZX28o0s="></latexit><latexit sha1_base64="WdktprYBu1bYdrmVoV7lZX28o0s="></latexit>

.

.

計算の詳細



anti-commutes with themselves 
and with           .

Define the coherent states :

: independent Grassmann variables
: a state s.t.

From the definitions, we can show that:

= det[ + eA]
<latexit sha1_base64="TU0eJbWuysXWNl/krbveqrAGHT4="></latexit><latexit sha1_base64="TU0eJbWuysXWNl/krbveqrAGHT4="></latexit><latexit sha1_base64="TU0eJbWuysXWNl/krbveqrAGHT4="></latexit><latexit sha1_base64="TU0eJbWuysXWNl/krbveqrAGHT4="></latexit>

eÂ| i = |eA i
<latexit sha1_base64="41wrP57sGm6GzXs86xRsllSMXTs="></latexit><latexit sha1_base64="41wrP57sGm6GzXs86xRsllSMXTs="></latexit><latexit sha1_base64="41wrP57sGm6GzXs86xRsllSMXTs="></latexit><latexit sha1_base64="41wrP57sGm6GzXs86xRsllSMXTs="></latexit>

h ̄| i = e
P

x  ̄x x
<latexit sha1_base64="OTUy+eea7oTtS6Ll7LWOvGrP3Ng="></latexit><latexit sha1_base64="OTUy+eea7oTtS6Ll7LWOvGrP3Ng="></latexit><latexit sha1_base64="OTUy+eea7oTtS6Ll7LWOvGrP3Ng="></latexit><latexit sha1_base64="OTUy+eea7oTtS6Ll7LWOvGrP3Ng="></latexit>

 x,  ̄x
<latexit sha1_base64="a2HdAbDWUB3Jo9oful2ZuEuOOaY="></latexit><latexit sha1_base64="a2HdAbDWUB3Jo9oful2ZuEuOOaY="></latexit><latexit sha1_base64="a2HdAbDWUB3Jo9oful2ZuEuOOaY="></latexit><latexit sha1_base64="a2HdAbDWUB3Jo9oful2ZuEuOOaY="></latexit>

|0i
<latexit sha1_base64="DcwQjKPgRRpyZZeFQNFqN7E6B7Y="></latexit><latexit sha1_base64="DcwQjKPgRRpyZZeFQNFqN7E6B7Y="></latexit><latexit sha1_base64="DcwQjKPgRRpyZZeFQNFqN7E6B7Y="></latexit><latexit sha1_base64="DcwQjKPgRRpyZZeFQNFqN7E6B7Y="></latexit>

| i ⌘ e
P

x a†
x x |0i

<latexit sha1_base64="etJOjNfsgHWmmJQrprGTwUjFLmo="></latexit><latexit sha1_base64="etJOjNfsgHWmmJQrprGTwUjFLmo="></latexit><latexit sha1_base64="etJOjNfsgHWmmJQrprGTwUjFLmo="></latexit><latexit sha1_base64="etJOjNfsgHWmmJQrprGTwUjFLmo="></latexit>

h ̄|a†x = h ̄| ̄x
<latexit sha1_base64="TkaxWt0w4u6JoiX8pebraPEdwTQ="></latexit><latexit sha1_base64="TkaxWt0w4u6JoiX8pebraPEdwTQ="></latexit><latexit sha1_base64="TkaxWt0w4u6JoiX8pebraPEdwTQ="></latexit><latexit sha1_base64="TkaxWt0w4u6JoiX8pebraPEdwTQ="></latexit>

ax| i =  x| i
<latexit sha1_base64="QZpN8nGjmV8UQfhMAEC9LqmS03c="></latexit><latexit sha1_base64="QZpN8nGjmV8UQfhMAEC9LqmS03c="></latexit><latexit sha1_base64="QZpN8nGjmV8UQfhMAEC9LqmS03c="></latexit><latexit sha1_base64="QZpN8nGjmV8UQfhMAEC9LqmS03c="></latexit>

h ̄| ⌘ h0|e
P

x  ̄xax
<latexit sha1_base64="E9w2uIfzCF+fhAiBlycZUtj/tmU="></latexit><latexit sha1_base64="E9w2uIfzCF+fhAiBlycZUtj/tmU="></latexit><latexit sha1_base64="E9w2uIfzCF+fhAiBlycZUtj/tmU="></latexit><latexit sha1_base64="E9w2uIfzCF+fhAiBlycZUtj/tmU="></latexit>

�

ax|0i = 0, 8x
<latexit sha1_base64="P+rRNYnmbAjNV5N2FqObAlVptH8="></latexit><latexit sha1_base64="P+rRNYnmbAjNV5N2FqObAlVptH8="></latexit><latexit sha1_base64="P+rRNYnmbAjNV5N2FqObAlVptH8="></latexit><latexit sha1_base64="P+rRNYnmbAjNV5N2FqObAlVptH8="></latexit>

�
n

n

n
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proof of the formula (2/2)

proof of (2) :

ax, a
†
x

<latexit sha1_base64="Z1ZUyF6TWcmkhXwDlF8uxjCAVgM="></latexit><latexit sha1_base64="Z1ZUyF6TWcmkhXwDlF8uxjCAVgM="></latexit><latexit sha1_base64="Z1ZUyF6TWcmkhXwDlF8uxjCAVgM="></latexit><latexit sha1_base64="Z1ZUyF6TWcmkhXwDlF8uxjCAVgM="></latexit>

TreÂ = det[ + eA]
<latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="1CwX0Ci6Dttm2N1eHZmlRmqkElQ="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="K3xsbSA9ZylUPwIVbWYjxPaqqgA="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="1CwX0Ci6Dttm2N1eHZmlRmqkElQ="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="Y3AS790B+6RmhtoecZ4Bp4Btb+E="></latexit><latexit sha1_base64="K3xsbSA9ZylUPwIVbWYjxPaqqgA="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit><latexit sha1_base64="eitttKUQKB9bhrU7xnej6uTJ08g="></latexit>

TrO =
R Q

x(d ̄xd x)e�
P

x  ̄x xh⌥ ̄|O| i
<latexit sha1_base64="D6OoFdjq69OEsBme5A0aDbplOj8="></latexit><latexit sha1_base64="y7BeDIYdgGDB6dW+VWItfouKizI="></latexit><latexit sha1_base64="y7BeDIYdgGDB6dW+VWItfouKizI="></latexit><latexit sha1_base64="Zxof3OuY6u/mWUT5mRlVdW0tJ/g="></latexit>

⌥
<latexit sha1_base64="hOvFk5iOa7hJWcgPN7TICAkKBgY="></latexit><latexit sha1_base64="TBAwMMMm/RdwddF8LUhbh3ezV4A="></latexit><latexit sha1_base64="TBAwMMMm/RdwddF8LUhbh3ezV4A="></latexit><latexit sha1_base64="JSrckpzIr+z4kGaMtgXTKYlvoV4="></latexit>

depends on whether
has even/odd number of O

<latexit sha1_base64="7H93qVxBcea3nYz7oFj6/vNMnSw="></latexit><latexit sha1_base64="FwBe3R7KoT93SEVBEm23vWfC4EA="></latexit><latexit sha1_base64="FwBe3R7KoT93SEVBEm23vWfC4EA="></latexit><latexit sha1_base64="IzoiIvAF1UstOxLdAkcDFDKBsQg="></latexit>

fermion operators.

Thus,

h� ̄|eÂ| i = h� ̄|eA i = e�
P

x,y  ̄x(e
A)xy y

=
R Q

x(d ̄xd x)e�
P

x  ̄x xh� ̄|eÂ| iTreÂ

=
R Q

x(d ̄xd x)e
�

P
x,y  ̄x( +eA)xy y .

.

�
eA 

�
x
⌘

P
y

�
eA

�
xy
 y


