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1 背景/動機
量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

2 DPPのJánossy密度
円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

3 ギャップ比分布
Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE N
ギャップ比分布：CUE N

4 Riemannζ零点
ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正



1 背景/動機量子カオス性の指標ランダム行列の分類遷移準位統計ギャップ比分布
2 DPPのJánossy密度円周型ユニタリ集団ギャップ確率

Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

3 ギャップ比分布
Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE Nギャップ比分布：CUE N

4 Riemannζ零点ζ関数とRMTζ関数と量子力学零点間隔比分布有限サイズ補正



背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

量子カオス性の指標
量子カオス = 古典的非可積分系の量子化 |Ψ(t)〉 = U(t)|Ψ0〉 or H|n〉 = En|n〉

非時間順序積 C(t) = 〈|[Q(t), P (0)]|2〉 ∝ e2λt, 極 skipping GR
ρρ(ω = iλ, k = iλ

v
) ∼ 0

0

Krylov複雑度 C(t) =
∑

n n|〈Kn|Ψ(t)〉|2, {|Kn〉} = {Hn|Ψ0〉}n≥0 の GS直交化
準位統計：Wigner (ランダム行列) ↔ Poisson as カオス↔局在
・形状因子/相関関数 g(t) = 〈

∑
n,m

ei(En−Em)t〉 =
∫
dϵ eiϵtR2(ϵ), ϵnm = En − Em

・準位間隔分布 P (s), sn = ρ̄(En)(En+1 − En) ← 規格化 unfoldingが必要 ↑
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Sinai ビリヤード：非時間順序積 SYK 模型：形状因子 Anderson 模型：準位間隔分布
Garćıa-Mata et al. 2022 Cotler et al. 2016 Nishigaki 1999
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ランダム行列の分類
Riemann対称空間 Cartan 1926

class Lie群/極大部分群 T C P β

A U(N) 2
AI U(N)/O(N) + 1
AII U(2N)/Sp(N) − 4
BD O(N) + 2
C Sp(N) − 2
AIII U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) + 2
BDI O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) + + + 1
CII Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) − − + 4
CI Sp(N)/U(N) + − + 1
DIII O(2N)/U(N) − + + 4

例：AI U(N)/O(N) 3 {U ∼ UO} 7→ U = UUT ∈対称 U(N)

対合対称性 T UT −1 = U† (T 2 = +1), CUC−1 6= U , PUP−1 6= U†

T：反ユニタリ C：反ユニタリ P：ユニタリ
不変測度 dµ(U) = dµ(V UV T ) ∝

∏
i

dθi
∏
j<k

|eiθj − eiθk |1
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ランダム行列の分類
Topological絶縁/超伝導体H 測定+ランダム時間発展 K Kawabata et al 2025

class d = 0 1 2 3 4 5 6 7 T C P
A Z Z Z Z
AIII Z Z Z Z +

AI Z 2Z Z2 Z2 +
BDI Z2 Z 2Z Z2 + + +
D Z2 Z2 Z 2Z +
DIII Z2 Z2 Z 2Z − + +
AII 2Z Z2 Z2 Z −
CII 2Z Z2 Z2 Z − − +
C 2Z Z2 Z2 Z −
CI 2Z Z2 Z2 Z + − +

Schnyder-Ryu-Furusaki-Ludwig 2008 (被引用数 ' 4100), Kitaev 2009 (被引用数 ' 2900)

Hd(k) 7→ Hd+1(k, k) =


Hd(k)⊗ σx cos k + I⊗ σy sin k : d 偶

Hd(k) cos k +

P︷ ︸︸ ︷
I⊗ σz sin k : d 奇

≈ Bott 1956
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ランダム行列の分類
円周型ランダム行列 {U} def

= RSS上の一様分布 Zirnbauer 1996

class Lie群/極大部分群 ±θi a b β

CUE U(N) N 2
COE U(N)/O(N) N 　並進不変　 1
CSE U(2N)/Sp(N) N 4

BD O±(Ne,o) Y ∓1/2 ∓1/2 2
C Sp(N) Y 1/2 1/2 2
chCUE U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) Y ν 0 2
chCOE O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) Y ν − 1 −1 1
chCSE Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) Y ν + 1/2 1/2 4
CI Sp(N)/U(N) Y 0 0 1
DIII O+(2Ne,o)/U(Ne,o) Y 0, 1/2 0 4

dµ(U) ∝
∏
i

dθi ·
∏
j<k

|eiθj − eiθk |β (nonchiral) ↖ バルク極限 0 � θi � π

∝
∏
i

d cos θi sin(θi/2)
βa cos(θi/2)

βb ·
∏
j<k

| cos θj − cos θk|β (chiral)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ランダム行列の分類
円周型ランダム行列 {U} def

= RSS上の一様分布 Zirnbauer 1996

class Lie群/極大部分群 ±θi a b β

CUE U(N) N 2
COE U(N)/O(N) N 　並進不変　 1
CSE U(2N)/Sp(N) N 4

BD O±(Ne,o) Y ∓1/2 ∓1/2 2
C Sp(N) Y 1/2 1/2 2
chCUE U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) Y ν 0 2
chCOE O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) Y ν − 1 −1 1
chCSE Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) Y ν + 1/2 1/2 4
CI Sp(N)/U(N) Y 0 0 1
DIII O+(2Ne,o)/U(Ne,o) Y 0, 1/2 0 4

dµ(U) ∝
N∏
i=1

dθi ·
N∏

j<k

|eiθj − eiθk |β (nonchiral) CβEN

並進不変な chaoticスペクトルの唯三の模型 ?⇒ 有限 N 補正も記述?
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

遷移準位統計
Anderson強束縛模型 H = (i∇+A)2 + V i.i.d.

random(x)

Nishigaki 1999; 2017 (unpub)

@ best-fitting qLSDs of q-Hermite UE

3d Anderson H.   V=123,163,203, Nconf=104

randomness W=18.1
magnetic flux F=0.4p 

mobility edge

flat DoS  ⇨  easily unfoldable
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

遷移準位統計
QCD Dirac演算子 (高温相) \D = γµ(i∂µ +Aµ(x))

Nishigaki et al. 2017 (unpub)

@ best-fitting qLSDs of q-Hermite UE
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

遷移準位統計
QCD Dirac演算子 (高温相) \D = γµ(i∂µ +Aµ(x))

Nishigaki et al. 2017 (unpub)

V = 243×4 〜563×4

mobility
edge

di#iculty in unfolding
⇩ 

large uncertainty

extended in V→∞ limitlocalized in V→∞ limit
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ギャップ比分布
準位統計：Wigner (ランダム行列) ↔ Poisson as カオス↔局在
・形状因子/相関関数 g(t) = 〈

∑
n,m

ei(En−Em)t〉 =
∫
dϵ eiϵtR2(ϵ), ϵnm = En − Em

・準位間隔分布 P (s) , sn := ρ̄(En)(En+1 − En) ↙ unfolding不要

・　
ギ ャ ッ プ
準位間隔　比分布 Pr(r) , rn :=

En+1 − En

En − En−1
or r̃n := min(rn, r

−1
n ) ≤ 1

縦横磁場 Ising 鎖, Riemann ζ 零点：ギャップ比分布
Oganesyan-Huse 2007, Atas et al. 2013
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

ギャップ比分布: Wigner仮説
Atas-Bogomolny-Giraud-Roux 2013 CβEN=∞ = GβEN=∞ → GβEN=3 で近似
GβE3 : JPD(x1, x2, x3) ∝ e−x2

1−x2
2−x2

3 |(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)|β

⇒ PWig
r (r) =

∫∫∫
x1<x2<x3

dx1dx2dx3 JPD(x1, x2, x3)δ
(
r − x3 − x2

x2 − x1

)
= Cβ

(r + r2)β

(1 + r + r2)1+
3
2
β

[+ 経験則的補正]

⇒ 〈r̃〉 = 0.5307(1), 0.5996(1), 0.6744(1) (β = 1, 2, 4) ⇒ #被引用数 = 1230

多くの文献は GUE3 近似を「T 不変でない量子カオス系の予想値」として引用
· · · → 本研究の目的：CUEN の厳密解⇒ large-N 極限 + 有限 N 補正の評価
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

量子カオス性の指標
ランダム行列の分類
遷移準位統計
ギャップ比分布

結果予告：CUEN

核 K(θ, θ′)
∣∣
θ= 2π

N
x

=

CUE∞=GUE∞︷ ︸︸ ︷
Ksin(x, x

′) +

有限 N 補正︷ ︸︸ ︷
1

N2
K(2)(x, x′) +

1

N4
K(4)(x, x′) + · · ·

⇓

準位間隔分布 P (θ)|θ= 2π
N

s = P sin(s) +
1

N2
P (2)(s) +

1

N4
P (4)(s) + · · ·

隣接準位間隔比分布 Pr(r) = P sin
r (r) +

1

N2
P (2)
r (r) +

1

N4
P (4)
r (r) + · · ·

would-be leading補正=0
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r

Δ
P
r(
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N4(Pr(r) − P sin
r (r))

for CUEN , N = 8, . . . , 16
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1 導入/動機量子カオス性の指標ランダム行列の分類遷移準位統計ギャップ比分布
2 DPPのJánossy密度円周型ユニタリ集団ギャップ確率

Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

3 ギャップ比分布
Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE Nギャップ比分布：CUE N

4 Riemannζ零点ζ関数とRMTζ関数と量子力学零点間隔比分布有限サイズ補正



背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

円周型ユニタリ集団

CUEN の固有位相の連結分布
JPD(θ0, . . . , θN−1) ∝

∏
0≤j<k≤N−1

∣∣eiθj − eiθk
∣∣2

= det
j,ℓ

[eiℓθj ] det
k,ℓ

[e−iℓθk ]

= det
j,k

[
N−1∑
ℓ=0

eiℓ(θj−θk)

]
∝ 1

N !
det

[
1

2π

sin(N(θj − θk)/2)
sin((θj − θk)/2)︸ ︷︷ ︸
K(θj , θk)：　

カーネル
核　

]N−1

j,k=0

⇒ Rp(θ0, . . . , θp−1) = det[K(θj , θk)]
p−1
j,k=0 by

∫ π

−π

dθK(θ, θ) = N, K ∗K = K

⇒ Prob(no EV in I) = Det (I−K |I) (K |If)(θ) =
∫
I

dθ′K(θ, θ′)f(θ′)

行列式点過程 (連続的 DPP)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

ギャップ確率
離散的 DPP

Prob(n1, . . . , npに粒子あり) = det[K(nj , nk)]
p
j,k=1

⇓
Prob(nに粒子がない) = 1−K(n, n)

Prob(n, n′に粒子がない) = 1−K(n, n)−K(n′, n′) +

n と n′ に粒子がある引き過ぎを補正︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣ K(n, n) K(n, n′)
K(n′, n) K(n′, n′)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1−K(n, n) −K(n, n′)
−K(n′, n) 1−K(n′, n′)

∣∣∣∣
Prob(n, n′, n′′に粒子がない) = · · ·
Prob(集合 I に粒子がない) = det

(
I− [K(n, n′)]n,n′∈I

)
⇓ 連続極限 θ := nϵ, ϵ→ 0

Prob(区間 I に固有値がない) = Det (I−K |I)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

ギャップ確率 as Painlevéτ
連続的 DPP Prob (区間 I に固有値がない) = Det(I−K |I)

K |I : 積分演算子 (K |If)(θ) =
∫
I
dθ′K(θ, θ′)f(θ′)

局所的 large N 極限 φk(θ) = eikθ
∣∣k≃N

θ= 2π
N

x
→ e2πix ←↙広範な普遍性

K(θ, θ′) =
sin(N(θ − θ′)/2)
2π sin((θ − θ′)/2) →

sinπ(x− x′)
π(x− x′) := Ksin(x, x

′)

Jimbo-Miwa-Môri-Sato 1980: IMD→ σ-PV

Det (I−K sin|[0,s]) = e−
∫ πs
0 (dt/t)σ(t) , (tσ′′)2 + 4(tσ′ − σ)(tσ′ − σ + σ′2) = 0
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

Jánossy密度
離散的 DPP：1粒子をm に固定

K̃(n, n′) := K(n, n′)− K(n,m)K(m , n′)

K(m ,m)

他の粒子はm を避ける : K̃(n,m) = K̃(m , n′) = 0

射影性, 規格化を満たす : K̃ =
[
K̃(n, n′)

]
n,n′ ̸=m

= K̃ · K̃ , tr K̃ = N − 1

条件つき連結分布 (m は占有済)に対する核になる :

R̃1(n|m) =
R2(n,m)

R1(m)
=
K(n, n)K(m ,m)−K(n,m)K(m , n)

K(m ,m)
= K̃(n, n)

R̃2(n1, n2|m) =
R3(n1, n2,m)

R1(m)

=
K(n1, n1)K(n2, n2)K(m ,m)± (5項)

K(m ,m)
= det

[
K̃(ni, nj)

]2
i,j=1

, etc
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

Jánossy密度
Lemma (条件付きギャップ確率)

1粒子@m がある前提で I が他の粒子を含まない確率は
J̃1(I|m) = det(I− K̃ |I) , K̃ |I =

[
K̃(n, n′)

]
n,n′∈I

Jánossy密度： I が 1粒子@m のみを含む確率
J1(I;m) = R1(m) · det(I− K̃ |I)

ギャップ端の粒子密度
J1 ([s+ δs, ∗]; t)− J1 ([s, ∗]; t) ' ∂sJ1 ([s, ∗]; t) δs
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

円周型ユニタリ集団
ギャップ確率
Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

Jánossy密度：CUE∞

J1([a1, a2]; 0) = Det(I− K̃ sin|[a1,a2]) を JMMS-TW法で評価 Nishigaki 2024 (前回)

隣接準位間隔の連結分布 隣接準位間隔比の分布 r̃n 比の期待値

Pc(a1, a2) = −
∂2J1([a1, a2]; 0)

∂a1∂a2
⇒ Pr(r) =

∫ ∞

0

da aPc(−ra, a) ⇒ 〈r̃〉 = 0.5997504209..

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

r


2
P
r
(r

)

J1([a1, a2]; 0) Pc(a1, a2) Pr(r)
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1 導入量子カオス性ランダム行列の分類遷移準位統計ギャップ比分布
2 DPP・Jánossy密度円周型ユニタリ集団ギャップ確率

Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

3 ギャップ比分布
Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE Nギャップ比分布：CUE N

4 Riemannζ零点ζ関数とRMTζ関数と量子力学零点間隔比分布有限N補正



背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE N
ギャップ比分布：CUE N

Tracy-Widom法
Theorem (Tracy-Widom 1994)

1 核：K(x, y) =
1

x− y
[
ψ+(x) ψ−(x)

] [ 0 1
−1 0

] [
ψ+(y)
ψ−(y)

]
=

Ψ(x)TJΨ(y)

x− y
2 2成分関数 Ψ(x)が有理係数 1階 LDEを満たす：∂xΨ(x) = A(x)Ψ(x), trA(x) = 0

ならば, Det(I−K |[a1,a2])は A(x)の係数を含む PDE系 in a1, a2 により決定される

Lemma (Nishigaki 2021)

核 K(x, y) が TW法の適用可能条件を満たすならば, 条件付き核 K̃(x, y)も満たす

Proof.

Ψ̃(x) = Ψ(x)−

固定された点 t を避ける︷ ︸︸ ︷
Ψ(t)

K(t, x)

K(t, t)
:= Ω(x)Ψ(x) , Ω(x) = I− Ψ(t)Ψ(t)TJ

K(t, t)(t− x) :
有理 SL(2)

gauge変換

により条件付き核は K̃(x, y) =
Ψ̃(x)TJΨ̃(y)

x− y と表され,

∂xΨ̃(x) = Ã(x)Ψ̃(x) , tr Ã(x) = tr
{
Ω(x)A(x)Ω(x)−1 + ∂xΩ(x) · Ω(x)−1}= 0
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE N
ギャップ比分布：CUE N

Jánossy密度：CUEN

Tracy-Widom recipe

K(θ, θ′) ∝
sin N(θ−θ′)

2

sin θ−θ′
2

= ei
θ+θ′

2
Ψ(θ)TJΨ(θ′)

eiθ − eiθ′
, Ψ(θ) =

[
e+iN

2
θ

e−iN
2
θ

]
(前頁から x = eiθ)

∂θΨ(θ) =

[
iN
2

0
0 −iN

2

]
Ψ(θ) := AΨ(θ) : TW条件を満たす

⇓ 1つの固有値を θ = 0に固定

K̃(θ, θ′) = ei
θ+θ′

2
Ψ̃(θ)TJΨ̃(θ′)

eiθ − eiθ′
, Ψ̃(θ) = Ω(θ)Ψ(θ) : Lemmaから,TW条件を満たす

⇓ I = [a1, a2] , K̃I(θ, θ
′) = K̃(θ, θ′)χI(θ

′) とすると

Rjk = (I− K̃ I)
−1K̃(aj , ak), Q

±
j = (I− K̃ I)

−1ψ̃±(aj), U
±± =

∫
I

dx ψ̃±(I− K̃ I)
−1ψ̃±

は閉じた PDE系 in a1, a2 をなす

⇒ ∂

∂aj
Tr log(I− K̃ I) = (−)j+1Rjj ⇒ J̃1([a1, a2]|0) = Det (I− K̃ I)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE N
ギャップ比分布：CUE N

Jánossy密度：CUEN

Tracy-Widom PDEs

Rjk =
Q+

j Q−
k − Q−

j Q+
k

eiaj − eiak

積分−→ J̃1([a1, a2]|0)
微分−→ Pc(a1, a2)

i(1 − e
iaj )

∂Q±
j

∂aj

= ∓
{

N ± 1

2
(1 − e

iaj ) + U
+− −

1

N

}
Q

±
j + (N ± 1)

(
U

±± −
1

N

)
Q

∓
j

− (−1)
k
i(1 − e

iak )RjkQ
±
k (k 6= j)

∂Q±
j

∂ak

= (−1)
k
RjkQ

±
k (k 6= j) ,

∂U±±

∂aj

= (−1)
j
Q

±
j Q

±
j N 7→ −N で不変

[左図] 隣接準位間隔の連結分布
Pc(a, b), N = 8, 16

[右図] 有限 N 補正
N2

(
Pc(a, b) − P sin

c (a, b)
)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE N
ギャップ比分布：CUE N

ギャップ比分布：CUEN

Pr(r) =

∫∫
a1<0<a2

da1da2 Pc(a1, a2) δ(r − |a1|/a2)
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r

Δ
P
r(
r)

ギャップ比分布：Pr(r), N = 8, . . . , 16 有限 N 補正： N4
(
Pr(r) − P sin

r (r)
)

leading O(N−2)補正が消失 ⇒ ギャップ比分布は高次補正への窓口
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1 導入量子カオス性ランダム行列の分類遷移準位統計ギャップ比分布
2 DPP・Jánossy密度円周型ユニタリ集団ギャップ確率

Jánossy密度
Jánossy密度：CUE ∞

3 ギャップ比分布
Tracy-Widom法
Jánossy密度：CUE Nギャップ比分布：CUE N

4 Riemannζ零点ζ関数とRMTζ関数と量子力学零点間隔比分布有限N補正



背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

ζ関数とRMT

ζ(s) =
∏

p：素数

1

1− p−s
= (Γ因子)ζ(1− s) , σ = maxRe(非自明零点) ∈ [1/2, 1)

⇒ #{x以下の素数 } = Li(x) +O(xσ log x) Riemann仮説 = 1/2

Hilbert-Pólya予想 ca.1912 ζ( 12 + it)
?
= “det(t− ĤHP)” s.t. ĤHP = Ĥ†

HP

局所的: Montgomery予想 1972/Rudnick-Sarnak予想 1994 (形状因子の ramp 部分のみ証明)

ζ( 1
2
+ itn) = 0 ⇒ xn = tn

2π
log tn

2π
の 2点相関 R2(x− x′)は CUE∞=GUE∞ に漸近

局所的: Katz-Sarnak予想 1997 バルク極限 ↑ ↖

L関数の最小零点 L( 1
2
+ it1, χd) = 0を χd について平均した分布は C∞, BD∞ に漸近

大域的: Keating-Snaith予想 2000

ζ 関数の [0, T ]でのモーメントは CUEN (N = log T
2π

)の特性多項式と本質的に一致∫ T

0

dt

T

∣∣ζ( 1
2

+ it)
∣∣2k T→∞−→ ak

G(k + 1)2

G(2k + 1)

(
log

T

2π

)k2

⇔
∫
U(N)

dµ(U)
∣∣det(I − U)

∣∣2k N→∞−→
G(k + 1)2

G(2k + 1)
N

k2
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

ζ関数と量子力学
Gutzwiller跡公式

ρ(E) = tr δ(E − Ĥ)
FT−→

∑
n

〈n|e−itĤ |n〉 =
∫
q(t)=q(0)

Dq eiS[q]

CUE∞

WKB近似 ⇓ Ĥ : \T -chaotic ⇑ Müller 2005

Nfl(E) =

∫ E

dE′ (ρ(E′)− ρ̄(E′)
)
' 1

π

∑
p：素周期軌道

∞∑
m=1

sin (mSp(E)− (mπ/2)µp)

m
√
emλTp

Riemann明示公式 = “理想的”量子カオス系

Nfl(t) =
1

π
Im log ζ(

1

2
+ it) = − 1

π

∑
p：素数

Im log(1− p−1/2−it)

�� ��∃ĤHP : \T -chaotic

= − 1

π

∑
p：素数

∞∑
m=1

sin(mt log p)

m
√
em log p

予想⇒ CUE∞

素周期軌道↔ 素数, E ↔ t, Sp(E) ↔ t log p, Tp =
dSp(E)

dE ↔ log p, λ ↔ 1 対応
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

零点間隔比分布
ζ 零点: { 1

2
+ iγn | n ∈ [N,N + 10−3N ] or [N,N + 109]} CUE∞ の結果と肉眼で不可分
N γN 〈r̃n〉 〈r̃2n〉 〈r̃3n〉 〈r̃4n〉
108 4.265354 · 107 .6032357 .4168926 .3133507 .2489623
109 3.718702 · 108 .6021928 .4158748 .3125019 .2482868
1010 3.293531 · 109 .6014386 .4149925 .3116161 .2474310

1.037 · 1011 3.058187 · 1010 .6010277 .4145862 .3112812 .2471641
1.304 · 1016 2.513274 · 1015 .6000982 .4135805 .3103638 .2463557

1023 1.306643 · 1022 .5998569 .4133196 .3101270 .2461487

CUE∞ .5997504 .4132049 .3100223 .2460560

E11
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E23
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零点間隔の連結分布 PRZ
c (a, b) 零点間隔比分布 PRZ

r (r)
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

有限サイズ補正

E11

E16

E23

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.5

0.0

0.5

r

Δ
P
R
Z
,r
(r
)

零点間隔の連結分布の CUE∞ からの偏差 零点間隔比分布の CUE∞ からの偏差
N2

eff(P
RZ
c (a, b)− P sin

c (a, b)) N3
eff(P

RZ
r (r)− P sin

r (r))

偏差はO(N−2), CUEN と一致 比−→ 偏差はO(N−3), CUEN と異なる
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

有限サイズ補正
零点間隔比のモーメント：CUE∞ からの偏差

k  1

k  2

k  3

k  4

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

0.000

0.005

0.010

0.015

ρ(γ)-3

〈r
k
〉 γ

/

[r
k
]
-
1

〈r̃k〉RZ/〈r̃k〉CUE∞ − 1 ∝ O(N−3
eff )→ 0

CUEN のギャップ比分布では O(N−2)補正が消失 ⇒ 偏差は O(N−3
eff )でスケール
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

有限サイズ補正
Bogomolny-Keating予想 1996

Riemann ζ 零点 { 1
2
+ iγn|γn ≈ T} は核 KRZ(x− y)をもつ DPPとして分布する

KRZ(x) =
sinπx

πx
+
πx sinπx

6N2
eff

+
Q√
3Λ3/2

(πx)2 cosπx

6N3
eff

+O
( 1

N4
eff

)
Neff =

1√
12Λ

log
T

2π
, Λ = 1.5731 . . . , Q = 2.3158 . . . (素数和に由来)

根拠：Hardy-Littlewood素数対予想→ 周期軌道対と解釈して Gutzwiller跡公式を適用

KCUE(x) =
sinπx

πx
+
πx sinπx

6N2
+

7(πx)3 sinπx

360N4
+ · · · にはない高次補正 O(N−3

eff )を
ギャップ比分布の有限サイズ偏差 N3

eff(P
RZ
r (r)− P sin

r (r)) で捕捉し BK予想を確認

⇒ 量子カオス系の有限サイズ効果探索への, Pr(r)の (潜在的)有用性
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背景/動機
DPPのJánossy密度

ギャップ比分布
Riemannζ零点

ζ関数とRMT
ζ関数と量子力学
零点間隔比分布
有限サイズ補正

まとめ
・Jánossy密度に対する Tracy-Widom PDE系から,
CUEN の隣接準位間隔の連結分布・比分布を導出

・CUEN の隣接準位間隔比では O(N−2)補正が相殺し, O(N−4)が見える [左図]

⇒ 量子カオス系の精緻な有限サイズ効果への窓口

・ζ 関数の隣接零点間隔比ではO(N−2
eff ) 補正が相殺するが, O(N−3

eff )が存在 [右図]

⇒ BK予想と整合
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