
E8 格子の数理とJacobi形式

arXiv:2410.12907 [math.NT]
(2201.06895, 2504.00546)

酒井 一博
（明治学院大学情報数理学部）

離散的手法による場と時空のダイナミクス2025

明治学院大学 (白金キャンパス)  2025-09-09



今日の話の構成
• 前半：E8 格子

• 後半：(Weyl群不変な) Jacobi形式

‣格子、球充填問題、誤り訂正符号、弦理論のつながり

‣超対称場の理論におけるよい変数
‣ Weyl群の不変量、同次多項式の不変式
‣ W(E8)不変弱Jacobi形式のなす環の構造定理（今回の結果）



はじめに
• 1m ×1mの正方形内に、直径10cmの円を重ならないように並べます。
最大何枚入りますか？

100個



はじめに

100個 105個!

• 1m ×1mの正方形内に、直径10cmの円を重ならないように並べます。
最大何枚入りますか？



100個

はじめに

106個!! 105個!

• 1m ×1mの正方形内に、直径10cmの円を重ならないように並べます。
最大何枚入りますか？



• 互いに重なり合わない同半径の超球をd次元ユークリッド空間に詰め
込むとき、密度の最大値、およびそれを実現する配置を求めよ。

球充填問題 (sphere packing problem)

• d = 2: 六角格子

超球の中心 (点) のなす集合を言えばよい
• d = 1: 整数格子

• d = 3: 面心立方格子、六方最密充填、…
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Close_packing_box.svg

HCP and FCC close-packing by Twisp. Public Domain

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Close_packing_box.svg


球充填問題 —  (少なくとも) Kepler (1611) 以来続く難問  —

• d = 1, 2, 3, 8, 24の場合にしか解けていない！(格子に限れば d ≦ 8, d = 24)

次元 現時点での最密解 証明
1 Z (A1格子) （自明）
2 A2格子 A. Thue (1890)?  L. Tóth (1940)
3 A3格子＆他無数 T. Hales (1998) [250 pages + computer]

4 D4格子
5 D5格子＆他無数
6 E6格子＆他無数
7 E7格子＆他無数
8 E8格子 M. Viazovska (2016) [Fields Medal 2022]

9 D9+格子＆他無数
10 Bestの充填 (非格子)
24 Leech格子 Cohn-Kumar-Miller-Radchenko-Viazovska (2016)



• 格子とは、ユークリッド空間内の離散的な点（格子点）の集合で、
格子点同士の和や差もまた格子点となるもの

格子 (今回は正定値符号の格子のみ考える)

• 代表的な格子
<latexit sha1_base64="lbaAQe/qKS20Jp7Ve5uqyQ2M/GE="></latexit>

An = {~x 2 Zn+1 | x1 + · · · + xn+1 = 0}

<latexit sha1_base64="m4de0anv24Dr/mPWSnSPwA72CH0="></latexit>

Dn = {~x 2 Zn | x1 + · · · + xn = even}

<latexit sha1_base64="oGhWsoKnI5rbRizhJIU1pckgRxE="></latexit>

E8 = {~x 2 Z8 [ (Z + 1
2
)8 | x1 + · · · + x8 = even}

<latexit sha1_base64="x/Io375inOgor3B2XDb2gqBzkoI="></latexit>

⇤ = {m1~u1 + · · · + mn~un | mi 2 Z}
<latexit sha1_base64="qmSNHfAMsRFCQoBYb1PHp7hiiiM="></latexit>

{~u1, . . . , ~un} : Rn（                                  の基底）

(整数格子),              六角格子,              面心立方格子<latexit sha1_base64="Bdd7W1yIkzxw4cge1ZfqqYZSSkg="></latexit>

A1
⇠= Z

<latexit sha1_base64="/ZIpFxHj6KSWFjSGo6xvT56Fi3w="></latexit>

A2 =
<latexit sha1_base64="UVhOXrohTHg3QzGZU0Bn6I3aEwU="></latexit>

A3 =

<latexit sha1_base64="x0+vzem3VbEAUhj0JCLbPKrQEWM="></latexit>

D1
⇠= A1

⇠= Z, D2
⇠= A1 � A1, D3

⇠= A3

（      を２つ、あるいは      を３つ、ずらして重ねたもの）
<latexit sha1_base64="3itej4nHaMhBtbWprY27VVX/SqI="></latexit>

D8
<latexit sha1_base64="mq6gcLM/nelvUTwHve3OUCnCF/o="></latexit>

A8



‣格子点のノルム      が常に偶数 (even)
<latexit sha1_base64="Mwwuh7u87nPKlYpCs/KCuyB6iKI="></latexit>

~x2

E8格子  —  特別な格子  —

• Even unimodular lattice

‣格子の基底                          について                                
(unimodular)

• Even unimodular latticeは(正定値符号では) dが8の倍数のときのみ存在

<latexit sha1_base64="HNfosdWJQ9AJeUDAy7ZvxAvGjxI="></latexit>

[det(~u1, . . . , ~ud)]
2 = 1

<latexit sha1_base64="r5sc+qOVhw7ipIy+6Nr1qy0VbzY="></latexit>

{~u1, . . . , ~ud}

<latexit sha1_base64="o4CIlKHFjagUeECg3jeHCOfPC/M="></latexit>

d = 8 : E8

d = 16 : E8 � E8, D+
16

d = 24 : 24種類 (その内の1つがLeech格子)



<latexit sha1_base64="51KD3oFF05R1iKqX0r+kh7vIyZE="></latexit>

00000000
00001111
00110011
00111100
01010101
01011010
01100110
01101001
10010110
10011001
10100101
10101010
11000011
11001100
11110000
11111111

.

誤り訂正符号

1ビットの誤り訂正と2ビットまでの誤り検出が
同時に可能！

• ノイズが入る際のデータの通信や保存に用いられる
データに冗長性を持たせて送る

<latexit sha1_base64="FyIyvqEAVm37Y7qDIEAIc7webjg="></latexit>

1011 ! 11001111  11001011 ! 1011? or 1001?

<latexit sha1_base64="e7nBvBapzsNQtrsrrUgXlzcZgZE="></latexit>

1011 ! 111000111111  111000101111 ! 1011!

(これでは不十分 (誤りの検出はできる))

(高い確率で誤りを訂正できる)

• 例：(8,4) 拡張Hamming符号
効率のよいやり方は？

• 4ビットのデータを8ビットの「符号語」に変換して送る
• 16個のどの符号語同士も最低4ビットずつ異なる

(2つの符号語間のHamming距離 (異なるビットの数)         )
<latexit sha1_base64="vhEHyFfx1UnCFDmqZLkvrqz8lZA="></latexit>� 4



<latexit sha1_base64="51KD3oFF05R1iKqX0r+kh7vIyZE="></latexit>

00000000
00001111
00110011
00111100
01010101
01011010
01100110
01101001
10010110
10011001
10100101
10101010
11000011
11001100
11110000
11111111

.

格子と誤り訂正符号
• 誤り訂正符号から格子を構成できる（その逆も可能）
例：(8,4) 拡張Hamming符号

符号語のいずれかとmod 2で合同な      の点の集合
<latexit sha1_base64="JWWm9WX+zdK2QlbM+djPK4B/8Nw="></latexit>

Z8

E8格子（の       倍）
<latexit sha1_base64="RPguXIAUmP9YrItBlS6l5YOj7GA="></latexit>p
2

• Leech格子 (d = 24の球充填問題の解) は
Golay符号を基に構成された

https://science.nasa.gov/image-detail/pia01383-3/

Saturn and Moons Tethys, Enceladus, and Mimas.

Taken by NASA's Voyager 1 on Oct. 30, 1980.

IMAGE CREDIT: NASA/JPL-Caltech

(J. Leech 1967; E. Witt 1940?)

• 最小Hamming距離の最大化             球充填

https://science.nasa.gov/image-detail/pia01383-3/


弦理論
• 特殊相対論 × 量子論 = 場の量子論 (理論の枠組み)
素粒子の標準模型、大統一理論などは、この枠組みの上に構成される「模型」

一般相対論 (重力) と量子論をどう融合させるか？

• 弦理論：「世界の基本構成要素は粒子ではなく弦である」ことのみ
において場の量子論を修正する、最も保守的な量子重力理論
弦理論は、理論の枠組みであり、かつその上に構成される唯一の模型

（ただし未完成；実験での検証もない）

粒子の理論 弦理論 

理論の整合性（無矛盾性）のみから
どこまで何が言えるかを探る試み



量子異常(anomaly)と弦理論の時空の次元

弦理論では時空の次元DによってLorentz対称性の量子異常が生じる
（これは許されない量子異常）

• 量子異常：古典的に成り立つ対称性が量子論的に破れる現象
量子異常には、許されるものと禁止される (理論に矛盾を引き起こす) ものとがある

許される時空の次元は 26 (bosonic) または 10 (supersymmetric) のみ

• かなり端折った＆論理的に飛躍のある説明 (bosonic stringの場合)：

弦の基底状態のエネルギー：
<latexit sha1_base64="Yuu+1Mk1VyCHCDiIDdCxg5lCors="></latexit>

�1|{z} = 1
2|{z}

⇥ (1 + 2 + 3 + · · · )| {z }⇥ (D � 2)| {z }

= 1
2
⇥ ⇣(�1) ⇥ (D � 2)

= 1
2
⇥

�
� 1

12

�
⇥ (D � 2)

) D = 26

調和振動子の
零点エネルギー

N倍振動からの寄与
(N = 1,2,3,…)

横波の数理論がゲージ場を含む
ためにはこの値が必要

調和振動子の
エネルギー

<latexit sha1_base64="hrw1bi1yxAK3imlKP93nbB6IiYY="></latexit>

E =
�
n + 1

2

�
~!

(n = 0, 1, 2, . . .)

<latexit sha1_base64="NbzAbfKEfZjXqqZ1E8R+vprDmbw="></latexit>

⇣(s) :=
1X

n=1

1

ns

Riemannゼータ関数



         超対称性をもつ弦理論 (超弦理論) のみが生き残る

超弦理論とE8格子
• 純ボソン的弦理論 (D = 26) ではタキオン (質量が負の粒子) が生じる

• 超弦理論：弦同士の相互作用が弱い状況で5種類の異なる姿をとる
(ただしこれらの5つは場の変数変換や背景時空の変形で互いにつながっている)

Type IIA Type IIB Type I SO(32)

heterotic

E8 × E8

heterotic

• 混成弦理論 (heterotic string theory)  —  超弦理論の一つ (の姿)
閉弦の左向きモード：bosonic (D = 26),  右向きモード：supersymmetric (D = 10)

ただし、左向きの余剰な26 - 10 = 16次元空間はトーラスにコンパクト化しておく 
(周期的境界条件を課しておく) 必要がある 

このときのトーラスに対応する格子はeven unimodular
であることが必要 <latexit sha1_base64="UIbHLLR8bB9DM+B9eXq1BTL77eI="></latexit>

d = 16 : E8 � E8, D+
16



ここから後半



超対称場の理論と対称性不変な変数
• N = 2超対称ゲージ理論

<latexit sha1_base64="2r6+VclomT3RDimHnIjb8Vltj/0="></latexit>

V (�) = Tr[�,�†]2

<latexit sha1_base64="OhnCl5xSeqwqeD5zEKA2QGRToQw="></latexit>

Aµ

<latexit sha1_base64="EatGt9ANE1P6X5kksJO81/NuS+o="></latexit>

�↵
<latexit sha1_base64="qWnCbLF0d0oMb1EMTEHa5wTc3C0="></latexit>

 ↵

<latexit sha1_base64="6OaIJTlAAIBEl+7crJh0HNF7I6U="></latexit>

�<latexit sha1_base64="6OaIJTlAAIBEl+7crJh0HNF7I6U="></latexit>

� : Higgs (随伴表現)

          Cartan部分代数                      （平坦方向が存在: Coulomb branch）
<latexit sha1_base64="PQ6Jd0yq8ufXPpxNdYsVrAq8QcQ="></latexit>

� 2 <latexit sha1_base64="AEU9kTZUjf7SvcdeO2QuHqOFXY0="></latexit>) V = 0

例：SU(n) <latexit sha1_base64="G3PM+XIapIAylC/vpqLOTQuR+f8="></latexit>

� =

0

B@
µ1

. . .
µn

1

CA
<latexit sha1_base64="laCd9lsA+camd/Vgw+01F5o+7Y0="></latexit>

(µ1 + · · · + µn = 0)

対角成分の入れ換えで物理は変わらない
<latexit sha1_base64="7/ImeuXAtSz8JJLemUKuSb/0BHM="></latexit>

Sn = W (An�1)の対称性が残っている
<latexit sha1_base64="+qlvMSIhtRf/ZOp3zIet1UiBUn0="></latexit>

W (An�1) ⇢ SU(n)

Weyl群 (ルート鏡映のなす離散群)

対角成分の対称多項式がよい変数
                 の不変多項式 ( ⇔ Casimir不変量)

<latexit sha1_base64="C0MN2S1SlsqXCJXm0ng73/kp4M0="></latexit>

W (An�1)



多項式、三角関数、楕円関数
• Heisenberg XYZ model (spin chain)

<latexit sha1_base64="k4+PjdBSCJoTXcj8BolNsPx1Hzc="></latexit>

H = �
1

2

NX

j=1

[Jx�
x
j �

x
j+1 + Jy�

y
j �

y
j+1 + Jz�

z
j�

z
j+1]

XXX model                          ,  XXZ model                  の自然な拡張<latexit sha1_base64="lMJJRPEPP/+yoewuMQkuHrg063c="></latexit>

(Jx = Jy = Jz)
<latexit sha1_base64="SV8arBc6NOlHYvvfwYl5PukQ/Fk="></latexit>

(Jx = Jy)

• Seiberg-Witten理論：4次元N =2ゲージ理論の低エネルギー厳密解
低エネルギーで4d N =2に見えていればよい

Heisenberg模型 XXX XXZ XYZ

Seiberg-Witten
理論 4d N =2 5d N =1
 6d (1,0)


変数依存性 多項式的 三角関数的

(指数関数的) 楕円関数的

<latexit sha1_base64="hZGY6VWe6OsncA9DsEQJzf2oP3E="></latexit>

on R4 ⇥ S1
<latexit sha1_base64="qFdCurJLKfVn9o2DhTKTObibKMk="></latexit>

on R4 ⇥ T 2

• XXXよりXXZ, 4d N =2より5d N =1の方が “自然・簡単” (縮退が解消)
• XYZ, 6d (1,0) は自然な終着地 (mother theory)



W(R)不変量
• 以下では既約なルート系 R を考える (⇔ 単純Lie代数) 

<latexit sha1_base64="nzEIO739z6sJ+A5WOnkM+H5ldDI="></latexit>

(R = An, Bn, Cn, Dn, E6, E7, E8, F4, G2)

• Weyl群W(R) : ルートによる鏡映のなす離散群        : ルート空間の座標
• W(R)の多項式的不変量：不変多項式

<latexit sha1_base64="Db0uvKJ5/v5C/3c1JVAv4rm8Ryw="></latexit> Y

all roots ~↵

(1 � t~↵ · ~µ) =
X

j

pj(~µ)t
j

<latexit sha1_base64="Xkft++pDJLC0ox1Y8CfkSLqXRJ0="></latexit>

~µ
<latexit sha1_base64="KNfRtspSPkSLNDvchme+3NY6tuo="></latexit>

pj(~µ)

• W(R)の三角関数的不変量：対応するLie代数の表現    の指標(character)

<latexit sha1_base64="2Xkir4Yi1EpGKqXxkCJ0y/GXVQU="></latexit>

A2
<latexit sha1_base64="06SnY0F47fTQ3P3/zKSshOlB5v8="></latexit>

B2
<latexit sha1_base64="4FE+M0uRB1+HUfr0rP4WdCSDsb0="></latexit>

C2
<latexit sha1_base64="w4ZkuBtiieyQWUD/EA9xfm4k+TA="></latexit>

D2

<latexit sha1_base64="Urz+sbOSqcj975rjS8nqe6EivbQ="></latexit>⇢
<latexit sha1_base64="OVdn3TdLKzBolSnHDmwxyFJh5d4="></latexit>

�⇢(~µ) =
X

~w2⇢

exp(2⇡i~w · ~µ)

• W(R)の楕円関数的不変量：W(R)不変Jacobi形式

<latexit sha1_base64="fMn5G7T/AiqKWfgz4a7RI2CuCQ4="></latexit>µ1

<latexit sha1_base64="X9+Va7OxpXDdkbzu9YElQBVv4wA="></latexit>µ2



楕円関数
• 三角関数  —  周期関数

<latexit sha1_base64="AZTACnB2wSVaPI4B1Ce4N7Qvxbc="></latexit>

✓

円周上の関数とみなせる

• 楕円関数  —  2重周期関数
• 例：Weierstrassの楕円関数

<latexit sha1_base64="Zue0zJrQgnAljGMQOY28ZGFPGPo="></latexit>

}(z + 2⇡) = }(z)

}(z + 2⇡⌧ ) = }(z)

<latexit sha1_base64="SIQ92lntl1mF8Z/Q4tEatVM4/lM="></latexit>

sin(✓ + 2⇡) = sin ✓

<latexit sha1_base64="ixA4m4UOPMMreQn4Zl1W9AkJuuA="></latexit>

2⇡
<latexit sha1_base64="xNYjHB4WZFTAK5HWKFO4Z0BuCWQ="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="nJW7NWmd4jllRjJXHUEH2ntx7Ks="></latexit>

2⇡⌧

<latexit sha1_base64="o77HUZeyxxyU1F7lhUBMFydiUrM="></latexit>

Re z

<latexit sha1_base64="TqcpBod0FyhvbgFlE1aXly5THaQ="></latexit>

Im z

2次元トーラス上の関数とみなせる

<latexit sha1_base64="HIOZs4UaP6g23faOqDaCp8z2MqY="></latexit>⌧ :トーラスのモジュラス

<latexit sha1_base64="Y2HkWro1XZzC6dEk0XvVqx0hmic="></latexit>

}(z) :=
1

z2
+

X

(m,n)2Z2
6=(0,0)


1

(z � ⌦m,n)2
�

1

⌦m,n
2

�
, ⌦m,n = 2⇡(m + n⌧ )



モジュラー形式
• Weierstrassの楕円関数は次の微分方程式を満たす：

<latexit sha1_base64="uoW11xihzNat+WODpSNigyxPHjE="></latexit>

}0(z)2 = 4}(z)3 �
1

12
E4(⌧ )}(z) �

1

216
E6(⌧ )

<latexit sha1_base64="btf2RGSKuUMj7DoqBBg7IKOnSMk="></latexit>

E2k(⌧ ) =
1

2⇣(2k)

X

(m,n)2Z2
6=(0,0)

1

(m + n⌧ )2k

• Eisenstein級数

以下の性質を満たす関数          をウェイト2kのモジュラー形式という

Eisenstein級数                                はモジュラー形式の例
<latexit sha1_base64="gTh/A85EuaT0QSWjZcD/c09V6fM="></latexit>

E2k(⌧ ) (k � 2)

• モジュラー形式

(i) 上半平面                                               で正則
(ii) 次の2条件が成り立つ：

(iii) 無限遠点                 で正則、すなわち次のFourier展開形を持つ

<latexit sha1_base64="gpenai8tOhs0/UOJJYFfABhiakk="></latexit>

f(⌧ )
<latexit sha1_base64="yhisuyT2rm40LBnb8a3RFmEjAno="></latexit>

H = {⌧ 2 C | Im ⌧ > 0}

<latexit sha1_base64="B3j/NXmj4D6d8TcWcOF3FxM7QeY="></latexit>

f(⌧ + 1) = f(⌧ ), f

✓
�

1

⌧

◆
= ⌧2kf(⌧ )

<latexit sha1_base64="umpEKyjlGnwPl55O+sLFngB8yHw="></latexit>

⌧ = i1
<latexit sha1_base64="PMw+1blsK8zvAll0BDOcrnw1D9I="></latexit>

f(⌧ ) =
P1

n=0 cnq
n, q = e2⇡i⌧



<latexit sha1_base64="5DPhK6+B5gcUEPh8mKnhqx9EwWI="></latexit>

⇥E8(⌧, ~µ) :=
X

~x2E8

e⇡i⌧~x2+2⇡i~µ·~x

テータ級数、Jacobi形式
• 格子に対してテータ級数が定義できる

• テータ級数に化学ポテンシャルを入れることもできる

これはJacobi形式の例

• Jacobi形式：正則関数

<latexit sha1_base64="nPyatUVlqq1QoPUlv6kCmMiw1WE="></latexit>

⇥⇤(⌧ ) :=
X

~x2⇤

e⇡i⌧~x2

E8格子のテータ級数はウェイト4のEisenstein級数を与える！
<latexit sha1_base64="Cj7DoPcUv6qK40Bwg0VQHGeIwXk="></latexit>

⇥E8(⌧ ) = E4(⌧ )

(より一般に、even unimodular latticeのテータ級数はモジュラー形式となる)

(Eichler-Zagier ’85)
<latexit sha1_base64="xQARqwVgjA6hwzmBxMb++FWY34I="></latexit>

'(⌧, z) (⌧ 2 H, z 2 C)

τに関するモジュラー性、zに関する準二重周期性をあわせ持つ

弦理論や場の量子論の分配関数を組み立てる構成要素として重要



<latexit sha1_base64="eyOpNPt2YDGsRG1MoRPDI1hFIeo=">AAAJT3icnZXLTttAFIZPSi9JegHaTaVuokZUiRRFYytQaBUJiS7YICDhJjBEtjNJ3DiOsSdBxMoL9AW66KqVuqi66jN0020XLHiEqksqsamqnhk7F1BIAkbEZ/453/GZ32Nbs03DZYSchm5N3L5z9144Er3/4OGjyanpx1tuveHodFOvm3VnR1NdahoW3WQGM+mO7VC1ppl0W6su8fntJnVco25tsGOb7tfUsmWUDF1lKBWmTh </latexit> 
) �10,1(⌧, z) = ⌘(⌧ )18#1(z, ⌧ )

2, �12,1(⌧, z) = 4⌘(⌧ )24
4X

k=1

#k(z, ⌧ )2

#k(0, ⌧ )2
= 12}(z)�10,1(⌧, z)

!

Jacobi形式
<latexit sha1_base64="lc7UZ+1uNi2Bey7FwlUNXmlH6N0="></latexit>

'(⌧, z) (⌧ 2 H, z 2 C)• 以下の条件を満たす正則関数　　　　　　　　　  を
weight k, index mのJacobi形式という。

(Eichler-Zagier ’85)

i)  モジュラー変換性

ii) 準二重周期性

iii) 次のFourier展開形をもつ：

<latexit sha1_base64="ZtaegFGO5VgRGDim1EYEaTQ2kBI="></latexit>

'

✓
a⌧ + b

c⌧ + d
,

z

c⌧ + d

◆
= (c⌧ + d)k exp

✓
2⇡im

cz

c⌧ + d

◆
'(⌧, z),

✓
a b
c d

◆
2 SL(2,Z)

<latexit sha1_base64="7IC5NfbH+zvXwb0wsJU65yg+F9s="></latexit>

'(⌧, z + ↵⌧ + �) = e�2⇡im(↵2⌧+2↵z)'(⌧, z), (↵,�) 2 Z2

<latexit sha1_base64="C2TnM4edk0BXsgRSOxdRh9JEuxk="></latexit>

'(⌧, z) =
1X

n=0

X

r2Z
r24nm

c(n, r)qn⇣r, q = e2⇡i⌧ , ⇣ = e2⇡iz

（この条件を外したものは、弱Jacobi形式という）

楕円関数 (完全二重周期性 / 極を持つ) <latexit sha1_base64="tn0WctXJ/CxssXokY/K1cbLa4os="></latexit>$ Jacobi形式 (準二重周期性 / 正則)

例



i)  Weyl群不変性

ii) 準二重周期性

iii) モジュラー変換性

W(R)不変弱Jacobi形式
• 以下の条件を満たす正則関数                                         を、weight k,  

index m                                      のW(R)不変弱Jacobi形式という。

�k,m(�, �µ + � �� + ��) = e�m�i(� ��2+2�µ·��)�k,m(�, �µ), ��, �� � LR.

root lattice of R

�k,m(�, w(�µ)) = �k,m(�, �µ), w � W (R).

Weyl group of R R: root system

(Wirthmüller ’92)

�k,m

�
a� + b

c� + d
,

�µ

c� + d

�
= (c� + d)k exp

�
m�i

c

c� + d
�µ2

�
�k,m(�, �µ),

� a b
c d

�
� SL(2, Z).

iv)                      は次のFourier展開形をもつ：

�k,m(�, �µ) =
��

n=0

�

�w�L�
R

c(n, �w)e2�i(n�+�w·�µ).

dual lattice of LR

�k,m(�, �µ)

(k � Z, m � Z>0)

<latexit sha1_base64="0wYWqW5EN82Mq9d8/HM8ghMe18k="></latexit>

'(⌧, ~µ) (⌧ 2 H, ~µ 2 C
n)



W(R)不変量のなす環
• W(R)不変量：分配関数等の物理量を記述する際の基本構成要素      
— どれだけあるか？（どうすれば、構成し尽くせるか？）

‣ W(R)の不変多項式環：全ての既約なRについて、多項式環

‣ W(R)の指標環：　　　全ての既約なRについて、多項式環

• 多項式的／三角関数的／楕円関数的W(R)不変量の全体は、それぞれ
C上の環をなす。

あらゆる不変多項式はrank(R)個の生成元の多項式として書ける

 (Chevalley-Shephard-Toddの定理)

あらゆる有限次元表現の指標はrank(R)個の基本表現の指標の多項式として書ける

‣ W(R)不変Jacobi形式の環：E8を除く既約なRについて、多項式環
　　　    あらゆるW(R)不変Jacobi形式はrank(R)+1個の生成元の多項式として書ける

 (Wirthmüllerの定理(1992))

<latexit sha1_base64="1IAM5VdNVwmalZZYSMI0x+gGbbY="></latexit>

R 6= E8 :

• W(E8)不変Jacobi形式の環の構造は？



<latexit sha1_base64="CaSJ7xiozcQ8BlJr4B32d5iLllA="></latexit>

E8

フレーバー対称性の拡大
• 4d N =2 SU(2)ゲージ理論に基本表現物質場を加えてゆく際の
フレーバー対称性の変化

<latexit sha1_base64="7fzKimvPlDndHUmB5M87k9u4154="></latexit>

SO(2) = D1

<latexit sha1_base64="CuLzEE9r8n1maQL1/rg/tEkwCDY="></latexit>

SO(4) = D2

<latexit sha1_base64="U4tLLgGjFc4NcohN4YhISplg2kU="></latexit>

SO(6) = D3

<latexit sha1_base64="g5M6xyxGgn4QXrA3GZEyTOTl1RI="></latexit>

SO(8) = D4
<latexit sha1_base64="plLpsoClMB64ASecEYA91/StysA="></latexit>

SO(10) = E5

<latexit sha1_base64="NA5NSPMSGmuHvnB+gzWnasKgHyI="></latexit>

Nf = 1
<latexit sha1_base64="DiyjX0BpzUQqGcy4O9l2dvUDvqE="></latexit>

Nf = 2
<latexit sha1_base64="kTstm5H9AebxCMRqHe24+nXegLI="></latexit>

Nf = 3
<latexit sha1_base64="dgAmYlarjfW8TaKMqKK+Mu2E5j4="></latexit>

Nf = 4
<latexit sha1_base64="+WiVtRJ4SIhy6+7/nHIqaEwulTk="></latexit>

Nf = 5
<latexit sha1_base64="T6Uuyyln9Is92A7v+q+2iYluftY="></latexit>

Nf = 6
<latexit sha1_base64="dgLAqNDX61V/PcFkdwi1D/Zu76I="></latexit>

Nf = 7
<latexit sha1_base64="ETdeS600P6kglG33tqAB5wSIWO8="></latexit>

Nf = 8

<latexit sha1_base64="zADYA8k+xUKqUINj4bMyn14W7vQ="></latexit>

E6

<latexit sha1_base64="RByiLKBJ0zAM6U92UpSaH5kvxUc="></latexit>

E7

<latexit sha1_base64="CaSJ7xiozcQ8BlJr4B32d5iLllA="></latexit>

E8

4d N =2
<latexit sha1_base64="uQJi670qWzTl/V/Tlf8OsYz3tfw="></latexit>

on R4
<latexit sha1_base64="hZGY6VWe6OsncA9DsEQJzf2oP3E="></latexit>

on R4 ⇥ S1
<latexit sha1_base64="qFdCurJLKfVn9o2DhTKTObibKMk="></latexit>

on R4 ⇥ T 2

5d N =1 6d (1,0)

<latexit sha1_base64="mcuFRbR7ogP8GnvCLwlTaZGf4Os="></latexit>

E9 = Ê8

<latexit sha1_base64="/JM9ogidUAp1F0vwR5bhTw4LoII="></latexit>

E9?

• E8対称性、楕円関数的パラメータ依存性が自然に(意図せずに)現れる

<latexit sha1_base64="Z1Azt0aeiZ774Ycpcj4sytaCL/U="></latexit> 

(Seiberg ’96)



M9-brane

E弦理論
M5-brane

M2-brane

M-string

M5-brane

M9-brane

M2-brane

E-string

M5-brane

M2-brane

E8 x E8 
heterotic string

M9-brane

(Ganor-Hanany ’96) (Seiberg-Witten ’96)

• E弦理論：最も基本的な6d (1,0)超対称共形場理論(のひとつ)



Seiberg-Witten theory

• Exact solution to the low energy theory of  4d N = 2 SYM

Low energy effective Lagrangian

Le↵ =
1
4⇡

Im
Z

d4✓
@F0(A)

@Ai
Āi +

Z
d2✓

1
2

@2F0(A)
@Ai@Aj

W i
↵W ↵j

�

prepotential                              : holomorphic functionF0(a1, . . . , an)

Seiberg-Witten curve

ai =
I

↵i

�SW,
@F

@ai
=

I

�i

�SW u1, . . . , un

�SW : Seiberg-Witten differential

(Seiberg-Witten ’94)



a0 =
E4

12
, a1 = 0, a2 =

6

E4�

⇣
�E4A2 + A2

1

⌘
,

a3 =
1

9E2
4�

2

⇣
�7E2

4E6A3 � 20E3
4B3 � 9E4E6A1A2 + 30E2

4A1B2 + 6E6A
3
1

⌘
,

b0 =
E6

216
, b1 = �

4

E4
A1, b2 =

5

6E2
4�

⇣
E2

4B2 � E6A
2
1

⌘
,

b3 =
1

108E3
4�

2

⇣
�7E5

4A3 � 20E3
4E6B3

� 9E4
4A1A2 + 30E2

4E6A1B2 + (16E3
4 � 10E2

6)A
3
1

⌘
, · · ·

y2 = 4x3 � (a0u
4 + a1u

3 + a2u
2 + a3u + a4)x

� (b0u
6 + b1u

5 + b2u
4 + b3u

3 + b4u
2 + b5u + b6)

Seiberg-Witten curve for the E-string theory (Eguchi-KS ’02)
(KS ’11)

with

�
� := �24

�



�(�, �µ) =
1
2

4�

k=1

8�

j=1

�k(µj, � )

Nine basic W(E8)-invariant Jacobi forms

Theta function associated with the E8 lattice

H {·} : sum of all possible                  transformsSL(2, Z)

A2(�, �µ) = 8
9
H {�(2�, 2�µ)} , A1(�, �µ) = �(�, �µ),

A3(�, �µ) = 27
28

H {�(3�, 3�µ)} , A4(�, �µ) = �(�, 2�µ),

A5(�, �µ) = 125
126

H {�(5�, 5�µ)} ,

B2(�, �µ) = 32
5

H {e1(� )�(2�, 2�µ)} , B3(�, �µ) = 81
80

H
�
h(� )2�(3�, 3�µ)

�
,

B4(�, �µ) = 16
15

H
�
�4(2� )4�(4�, 4�µ)

�
, B6(�, �µ) = 9

10
H

�
h(� )2�(6�, 6�µ)

�
.

e1(� ) = 1
12

�
�3(� )4 + �4(� )4

�
,

h(� ) = �3(2� )�3(6� ) + �2(2� )�2(6� ).

An(�,�0) = E4,

Bn(�,�0) = E6.

2 4 6 45 3 2 1

3
(KS ’11)



Theorem (Sun-Wang 2021) , based on Conjecture (Del Zotto et. al. 2017)


あらゆるW(E8)不変弱Jacobi形式は一意的に次の形に書ける：

W(E8)不変Jacobi形式の環に関する進展
• E4, E6, A1, A2, A3, A4, A5, B2, B3, B4, B6はC上でW(E8)不変弱Jacobi形式の
環を生成するか？
Observation (Huang-Klemm-Poretschkin 2013)


index≧5では上で生成されないW(E8)不変弱Jacobi形式が存在する。

• Seiberg-Witten curveの係数           — ほとんどW(E8)不変弱Jacobi形式
<latexit sha1_base64="fl1F182ihoYrlaT2XBX7OlfZFdc="></latexit>

ai, bj

          は                   に零点をもつ → 分母のE4が          に極をもたらす
<latexit sha1_base64="Qo4Dl8D8G67eycN+WupRYBxXfy8="></latexit>

E4(⌧ )
<latexit sha1_base64="cgXF1VARXOdh+jRxdPIkaSaU4Pc="></latexit>

⌧ = e2⇡i/3
<latexit sha1_base64="pmp6WL582x31ZBuQJKPOKLqgoXM="></latexit>

ai, bj

Conjecture (KS 2017) → Theorem (KS 2022)


あらゆるW(E8)不変弱Jacobi形式は         の多項式で書ける：<latexit sha1_base64="pmp6WL582x31ZBuQJKPOKLqgoXM="></latexit>

ai, bj
<latexit sha1_base64="Zn1fULrHi5sdjtdV8JNLek5MoEE="></latexit>

JE8
⇤,⇤ ( C[a0, a2, a3, a4, b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6].

<latexit sha1_base64="JcYeBK7GeyNAxTXQsS8d8bD3Bf0="></latexit>

1

�Nt

2

4
t1�1X

j=0

✓
P16,5

E4

◆t1�j

Pj(E6, Ai, Bi) + Ptj(E4, E6, Ai, Bi)

3

5



<latexit sha1_base64="6g3v4qlxf+uPJpad+qlRtfWhWmg="></latexit>

f(u) = a0u
4 + a2u

2 + a3u + a4, g(u) = b0u
6 + b1u

5 + · · · + b6

<latexit sha1_base64="/wNDEa5R71Ym1tpYaFMa/qBGSbA="></latexit>

3b23 � 8b2b4 + 20b1b5 � 120b0b6

W(E8)不変Jacobi形式：          による表示

<latexit sha1_base64="Y+dgYbzOXdZzjKiNuhwSmOdX30A="></latexit>

1

864�3
(�192E4A

4
1 + 144E2

4A
2
1A2 + 56E3

4A1A3 � 9E3
4A

2
2 + E4

4A4 + 240E6A
2
1B2

� 56E2
6A1A3 � 18E2

6A
2
2 � 90E4E6A2B2 � E4E

2
6A4 � 75E2

4B
2
2)

<latexit sha1_base64="gYoicVwes9v2iSEgED/cZEeU/G8="></latexit>

= a2
2 + 12a0a4

• Observation: 低いweightのW(E8)不変Jacobi形式は、E弦理論の
Seiberg-Witten curve

<latexit sha1_base64="hOuR/lzy2VcV5mUBhLB1ZEwI7H0="></latexit>

ai, bj

<latexit sha1_base64="WWAPcKZ2cjyGSVnkk+1CUjpzwRI="></latexit>

y2 = 4x3 � f(u)x � g(u)

の係数          を用いて表す方が、簡単に書ける!?<latexit sha1_base64="pmp6WL582x31ZBuQJKPOKLqgoXM="></latexit>

ai, bj

例1) weight -16, index 4: 独立な元の数=1

例2) weight -24, index 6: 独立な元の数=2
<latexit sha1_base64="dQnUvgG8KbMrryQthlmJA9CPV0c="></latexit>

2a3
2 + 27a0a

2
3 � 72a0a2a4,

これは何だろうか？

: f(u)の2次の不変式

: f(u)の3次の不変式
: g(u)の2次の不変式



2変数同次式の不変式 (invariants of a binary form)
• 2変数n次同次多項式

<latexit sha1_base64="YQRHzQvTS9maDU/MI+3YIloS30Y="></latexit>

f(u, v) = ↵0u
n + ↵1u

n�1v + · · · + ↵nv
n

に対し、                          の作用を以下で定める：
<latexit sha1_base64="T+F7knVeMf/BFS1qEyZsLrYSYBQ="></latexit>

T 2 SL(2,C)
<latexit sha1_base64="0wWQheKWS+v9RqDEjASOeA3RfzY="></latexit>✓
u0

v0

◆
= T

✓
u
v

◆

<latexit sha1_base64="ngfsG4Zg04PstRG0kN8edJHb0+c="></latexit>

f 0(u, v) = ↵0
0u

n + ↵0
1u

n�1v + · · · + ↵0
nv

n := f(u0, v0)

（以下では　で     の作用を表す：                   , etc.）<latexit sha1_base64="8MLpkP5MsSWUVr1FZg8TpbS37tA="></latexit>

T
<latexit sha1_base64="Lgtlt3Qt1cpWVWo5bZMJiRt1DAk="></latexit>0 <latexit sha1_base64="TPVkO5psTeHOtJxOUTdyflGosXk="></latexit>

↵0
i = T↵i

• 係数                              のd次同次多項式             が、
任意の                          の作用に対して

<latexit sha1_base64="/zKLedEwDKXV2KNP2omh73RN2Yw="></latexit>↵0,↵1, . . . ,↵n
<latexit sha1_base64="sd7kTf/YOauU1sCby2fJero77Ig="></latexit>

�(↵i)
<latexit sha1_base64="T+F7knVeMf/BFS1qEyZsLrYSYBQ="></latexit>

T 2 SL(2,C)
<latexit sha1_base64="ulJFx+ewQjvO5Y7m97sGUAdn8lk="></latexit>

�(↵0
i) = �(↵i)

を満たすとき、   を   のd次不変式という。<latexit sha1_base64="/XDNKnT5bzYgWlK12HJA2mxxNOI="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="6rVdZ93ZCPxdbBTJg4O4t8Koi5g="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="asCoTZZB/osLDUijhFj0xCl/2J0="></latexit>

f = au2 + buv + cv2

<latexit sha1_base64="JsFT4HAhoInfGzsbh3UXlKach3c="></latexit>

D = b2 � 4ac

に対し、判別式

は2次の不変式

例）
<latexit sha1_base64="lm+JebBFwuNOkj+sN2T6YNjnzj4="></latexit>0

BBBB@

1

CCCCA



2変数同次式の共変式 (covariants of a binary form)
• 同次式                                                                                  に対し、
以下の全ての条件を満たす多項式                      を、　　　　　　　
　　　　　　degree d, order ωの共変式という。

<latexit sha1_base64="6B7KivrnvZ2Z6b1ko6nGCNGJ5W8="></latexit>

f(u, v) = ↵0u
n + ↵1u

n�1v + · · · + ↵nv
n

<latexit sha1_base64="zGlaz3PH1Eszahv+P9CSZsjG5GI="></latexit>

 (↵i;u, v)

(i)        は係数                              についてd次の同次式

(ii)       は変数          についてω次の同次式

(iii)      は任意の                           の作用に対して次を満たす：

<latexit sha1_base64="SNmV3+zwEZhBrxYHKuVfXFK829k="></latexit>

 <latexit sha1_base64="T99WTyTx0A9Ldm4sBfFguav5/k0="></latexit>↵0,↵1, . . . ,↵n

<latexit sha1_base64="vpT/+UiKenFekZPNX3Wj1NiKDnk="></latexit>u, v
<latexit sha1_base64="SNmV3+zwEZhBrxYHKuVfXFK829k="></latexit>

 
<latexit sha1_base64="SNmV3+zwEZhBrxYHKuVfXFK829k="></latexit>

 
<latexit sha1_base64="30s8GyDnsiHifofcBZHMWG1rQhI="></latexit>

T 2 SL(2,C)
<latexit sha1_base64="2foc03j+Vv9+SFMtQ4lpkczX6Zo="></latexit>

 (↵0
i;u, v) =  (↵i;u

0, v0)

• 註：order 0の共変式は不変式

例1）             それ自身はdegree 1, order nの共変式   

例2）             のHessian

         はdegree 2, order 2n - 4の共変式 

<latexit sha1_base64="kQcEQzGHlUbOQPqHMgv9zMyNvkw="></latexit>

f(u, v)

<latexit sha1_base64="kQcEQzGHlUbOQPqHMgv9zMyNvkw="></latexit>

f(u, v) <latexit sha1_base64="67eUft3b/GfoGXzqV94YutJUYrs="></latexit>

H =

������

@2f
@u2

@2f
@u@v

@2f
@v@u

@2f
@v2

������

<latexit sha1_base64="KSKjA+kB/+9bqOpON5caQWori70="></latexit>0

BBBBBB@

1

CCCCCCA



(i)        は係数                              についてd次の同次式


(ii)       は任意の                                              の作用に対して


(iii)      は任意の                                                  の作用に対して

2変数同次式の半不変式 (semiinvariants of a binary form)
• 同次式                                                                                  に対し、
以下の全ての条件を満たす多項式             を、　　　　　　　　　
　　　　degree d, order ωの半不変式という。

<latexit sha1_base64="6B7KivrnvZ2Z6b1ko6nGCNGJ5W8="></latexit>

f(u, v) = ↵0u
n + ↵1u

n�1v + · · · + ↵nv
n

<latexit sha1_base64="T99WTyTx0A9Ldm4sBfFguav5/k0="></latexit>↵0,↵1, . . . ,↵n

<latexit sha1_base64="sd7kTf/YOauU1sCby2fJero77Ig="></latexit>

�(↵i)

<latexit sha1_base64="Hm0A3pvAL/MlbEZPitsiDgrLZ18="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="Hm0A3pvAL/MlbEZPitsiDgrLZ18="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="Hm0A3pvAL/MlbEZPitsiDgrLZ18="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="yd2SayTAyAUrzKtC9UhnSvzZ1so="></latexit>

T =
✓
1 
0 1

◆
2 SL(2,C)

<latexit sha1_base64="ulJFx+ewQjvO5Y7m97sGUAdn8lk="></latexit>

�(↵0
i) = �(↵i)

<latexit sha1_base64="kImhxLT0g/+wlSLnnSXgp9UlUxU="></latexit>

T =
✓
� 0
0 ��1

◆
2 SL(2,C)

<latexit sha1_base64="MVv5FpeP7qGl+7WEF+b4L08flac="></latexit>

�(↵0
i) = �!�(↵i)

• 註：order 0の半不変式は不変式



<latexit sha1_base64="loVbaZ5aroLSFXdkGCk5zyMMpR8="></latexit>

 (↵i;u, v) =  0(↵i)u
! + 1(↵i)u

!�1v + · · · + !(↵i)v
!

Roberts isomorphism
• 共変式     の展開

(Roberts 1861)
<latexit sha1_base64="cCTJWiNhVTPyb2AdpRtv150RtVk="></latexit>

 

の初項の係数       は半不変式。
<latexit sha1_base64="SEiW4dzb9z0QIQpTIwgiuXkx0vA="></latexit>

 0

• 逆に、与えられた半不変式       に対して、対応する共変式     が構成
できる。

<latexit sha1_base64="5T2ABjOwGLJ3EZbSH3Ors40PYzM="></latexit>

 0
<latexit sha1_base64="cCTJWiNhVTPyb2AdpRtv150RtVk="></latexit>

 

• この対応により、共変式のなす環と半不変式のなす環は同型。



W(E8)不変Jacobi形式の環の構造定理

定理 (KS 2024)

W(E8)不変弱Jacobi形式のなす環は、2変数6次形式と4次形式の連立
共変式のなす環に同型である。

W(E8)不変

弱Jacobi形式の環

6次形式と4次形式の
連立半不変式の環

6次形式と4次形式の
連立共変式の環

<latexit sha1_base64="ATsypaFFnP7W8AYg2Z0BYvIsgnQ="></latexit>

JE8
⇤,⇤

<latexit sha1_base64="Zks+cFI5z5owOgxZgpXue/WotLs="></latexit>

C[V4 � V6]
U2(C)

<latexit sha1_base64="LZzihZt7q1TOjLTWWNz9R2XF88g="></latexit>

C[V4 � V6 � C2]SL2(C)

<latexit sha1_base64="X96dlEYKMxOSxbc1dQK1kahvxPo="></latexit>⇠=
<latexit sha1_base64="X96dlEYKMxOSxbc1dQK1kahvxPo="></latexit>⇠=

Roberts isomorphism補助定理を使う
＆具体的な同型写像を構成

補助定理 (KS 2024)
<latexit sha1_base64="eATiL3mYq+FhSCV0Cct33MgEOjU="></latexit>

JE8
⇤,⇤ = R \ R̃

• 証明の概略

<latexit sha1_base64="6xHIe31rWekBBlFjkP1imuPGzP8="></latexit>

U2(C) :=

⇢✓
1 
0 1

◆ ���� 2 C
�

:  n次形式のCベクトル空間
<latexit sha1_base64="CB46MHjiVFe9KruTtaLQX7vydJA="></latexit>

Vn

<latexit sha1_base64="FTdERDP5SDAjoR3uLKrR7blQbhc="></latexit>0

BB@

1

CCA



補助定理 (KS 2024)


換言すれば、以下の2条件は同値：

(i)  φはW(E8)不変Jacobi形式

(ii)  φは         の多項式かつ         の多項式

補助定理

<latexit sha1_base64="eATiL3mYq+FhSCV0Cct33MgEOjU="></latexit>

JE8
⇤,⇤ = R \ R̃

（          はE4の零点で極をもち得る以外はW(E8)不変弱Jacobi形式）

<latexit sha1_base64="oQ8r16TW8+K7qTx0078+E4v9k+U=">AAANanicnVdPbxtVEB8XCsHUNAkXUC8WSS2kgvX8hyQgVWrVNMoFtU2TtE0cW7svz/Yq+6/7J5Au/gJ8AQ6cQOKA+Bhc+AIceuWGyq1IXDgwb3a9XifZfSu8st/MvPn9Zt7svLdr3TUNP2DsZeXKG29efevthXeq716rvXd9cWl533dCj4s97piO91TXfGEattgLjMAUT11PaJZuiif6yT05/+RUeL7h2LvBmSuOLG1kG0ODaw </latexit>

f = a0u
4 + a2u

2 + a3u + a4

= c0ũ
4 + c1ũ

3 + c2ũ
2 + c3ũ + c4

<latexit sha1_base64="K1egWwxt0f7C4Fb1TDJ+gfTMyQs="></latexit>

g = b0u
6 + b1u

5 + b2u
4 + · · · + b6

= d0ũ
6 + d2ũ

4 + · · · + d6

<latexit sha1_base64="WW4rV34UQt2m0eKWP1QOJ38Yyg4="></latexit>✓
u = ũ �

b1

6b0

◆

• Seiberg-Witten curveには2通りの自然な書き方がある

<latexit sha1_base64="XDlX2Ney1E8OmGDXEiDPT1m+9cU="></latexit>

JE8
⇤,⇤ ( R = C[a0, a2, a3, a4, b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6]

前出の定理 (KS 2022) より

<latexit sha1_base64="/CvMYhwlvtVEagyXjBcnHhIopjI="></latexit>

ai, bj

であった。同様に以下が成り立つ：
<latexit sha1_base64="ZgQj0mpI/Aqb/zOLrcsKOb1nU9c="></latexit>

JE8
⇤,⇤ ( R̃ = C[c0, c1, c2, c3, c4, d0, d2, d3, d4, d5, d6]

（          はE6の零点で極をもち得る以外はW(E8)不変弱Jacobi形式）
<latexit sha1_base64="2GxapgX/dSoGmvD1Yb98j57f3Wg="></latexit>

ci, dj

<latexit sha1_base64="pmp6WL582x31ZBuQJKPOKLqgoXM="></latexit>

ai, bj
<latexit sha1_base64="0DhzDOZthukLs6V8JJC92EIVPro="></latexit>

ci, dj



同型写像（以下の内容が証明できる）

<latexit sha1_base64="dMeIst+f5JpgX8sdOChTMhZSrRY="></latexit>

f =
4X

i=0

↵iu
4�ivi, g =

6X

i=0

�iu
6�ivi

• 4次形式と6次形式

の係数          に関する次の有理式を導入する：<latexit sha1_base64="7WGgv6tGtQWVpw/qeqhXLtVZWP4="></latexit>

↵i,�j

<latexit sha1_base64="Rez0AtSf33jTfu8OlHOUU/XfsFI="></latexit>

âi =
iX

j=0

↵j

 
4 � j

4 � i

!✓
�

↵1

4↵0

◆i�j

, b̂i =
iX

j=0

�j

 
6 � j

6 � i

!✓
�

↵1

4↵0

◆i�j

,

ĉi =
iX

j=0

↵j

 
4 � j

4 � i

!✓
�

�1

6�0

◆i�j

, d̂i =
iX

j=0

�j

 
6 � j

6 � i

!✓
�

�1

6�0

◆i�j

.

代入                                                    により定義される2つの写像
<latexit sha1_base64="Td0+0pjpLGCyNccddtNnHFJNB8s="></latexit>

ai = âi, bi = b̂i, ci = ĉi, di = d̂i

<latexit sha1_base64="jcPZsR/L1oypi5NVRnkeGuzCaFA="></latexit>

 : R = C[a0, a2, a3, a4, b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6] ! C[↵0, . . . ,↵4,�0, . . . ,�6,↵
�1
0 ],

 ̃ : R̃ = C[c0, c1, c2, c3, c4, d0, d2, d3, d4, d5, d6] ! C
h
↵0, . . . ,↵4,�0, . . . ,�6,�

�1
0

i

は単射で、定義域を                       に制限すると同一。その制限写像
<latexit sha1_base64="eATiL3mYq+FhSCV0Cct33MgEOjU="></latexit>

JE8
⇤,⇤ = R \ R̃

<latexit sha1_base64="aExHkB5SOvlCK/7PwfrhMaP++us="></latexit>⇣
 
��
J

E8⇤,⇤
=  ̃

��
J

E8⇤,⇤

⌘
: JE8

⇤,⇤ ! C[↵0, . . . ,↵4,�0, . . . ,�6]

は       から4次形式と6次形式の半不変式の環への同型写像を与える。
<latexit sha1_base64="ATsypaFFnP7W8AYg2Z0BYvIsgnQ="></latexit>

JE8
⇤,⇤



         W(E8)不変弱Jacobi形式の環は194個の生成元から生成される

結論

定理 (KS 2024)

W(E8)不変弱Jacobi形式のなす環は、2変数6次形式と4次形式の連立
共変式のなす環に同型である。

• 2変数n次形式 (n次同次多項式)の不変式・共変式の環は、19世紀以来よく研究され
ており、その構造はよく分かっている（不変式論）

不変式論研究の結果(Olive 2014)を利用

• 194個の生成元についても         を用いて全て具体的に構成した。
         生成元が分かると分配関数の仮説を組むのが容易になる

<latexit sha1_base64="pmp6WL582x31ZBuQJKPOKLqgoXM="></latexit>

ai, bj

• Wirthmüllerの定理(1992)以来、30年近く未解決であったW(E8)不変弱
Jacobi形式の全貌が明らかになった。（R=E8の場合のみ特別）



展望
• 類似の定理が見つかっている：
定理 (Nagano-Ueda 2021)

符号(2,18)のeven unimodular latticeのモジュラー形式の環は、2変数
12次形式と8次形式の連立不変式のなす環に同型である。

定理 (KS 2025)

D4 triality invariantsの環は、2変数3次形式と2次形式の連立共変式の
なす環に同型である。

（K3曲面と関連）

（4d N =2 SU(2) Nf =4ゲージ理論と関連）

• 不変式論は19世紀に発展した「古典」の数学であるが、まだまだ
物理への活用の余地がありそうである。


