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Plan of the talk
1. Artin-Ihara L関数と拡張Kazakov-Migdal模型

2. ヤング図から見たサイクルグラフ上のFKM模型

3. 液滴描像とスペクトル曲線

4. オリジナルKazakov-Migdal模型の1次相転移について（進行中)
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Artin-Ihara L関数と

拡張Kazakov-Migdal模型
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伊原ゼータ関数
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リーマンゼータ関数 ： 一番有名なゼータ関数

（オイラー積表示）

大雑把に言って、ゼータ関数とは「素なる何か」のオイラー積

伊原ゼータ関数 ： 一番簡単なグラフ上のゼータ関数

グラフ上の``素サイクル’’の長さによるオイラー積で定義されるゼータ関数

（正確には既縮な原始サイクルの共役類）

などなど・・・



Artin-Ihara L関数
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Γ ： グラフ

𝐺 : 群

𝑔! : 辺 𝑒 に乗せた𝐺の元
𝑅 : 群 𝐺 の既約表現 （次元 𝑑" ）

𝜌"(𝑔!) : 𝑔! の表現行列

※ 通常は有限群だが、すぐに𝑈(𝑁#)にする

𝑔$

𝑔% 𝑔&

𝑔'
𝑔(

伊原ゼータ関数に群の表現行列の重みを付けたもの

cf)



伊原ゼータ関数の性質
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#(reduced cycle of length n)

伊原ゼータ関数は、グラフ上の既縮グラフをカウントする関数

同じことはL関数についても言える

Artin-Ihara L関数は、グラフ上の全てのWilson loopの和
“chiral” primitive reduced cycles



拡張Kazakov-Migdal模型
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𝑒
𝑠(𝑒) 𝑡(𝑒)

Φ! "
#

𝑈"

Φ$ "
%

スカラー場のガウス積分を実行すると、分配関数がL関数のユニタリー行列積分になる

拡張KM模型は、R表現におけるグラフ上のWilson loopを全て足し上げたゲージ理論

※ R : 随伴表現, Γ : (超)立方格子 ⇒ オリジナルのKazakov-Migdal模型 Kazakov-Migdal 1992

R : 基本表現 ⇒ FKM模型（latticeゲージ理論の拡張）
Ohta-S.M. 2023

Ohta-S.M. 2026



拡張KM模型の双対性
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Altin-Ihara L関数の関数等式 （簡単のために 𝑢 = 0）

グラフ Γ が (𝑡 + 1)regular （全ての頂点からt+1本の辺が出ている）とき、

𝑞を1/𝑡𝑞に取り替えても、本質的に L関数は同じ関数

拡張KM模型は strong/weak coupling dualityを持つ
Ohta-S.M. 2024, 2026

coupling constant



ヤング図から見た
サイクルグラフ上のFKM模型
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一般化したFKM模型の指標展開
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𝐶)上のFKM模型はユニタリー行列模型

少し一般化

指標による展開



ヤング図の模型への変換
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𝑓(𝑈) : 𝑈(𝑁#)のclass function

𝜒" 𝑈 = Tr 𝜌"(𝑈) ： 𝑈 𝑁# の既約表現𝑅に対する指標

Plancherelの公式

今考えているユニタリー行列模型の双対 Dutta-Dutta 2016
Kimura-Zahabi 2021



サイクルグラフ上のFKM模型の場合
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パラメータ

シューア関数

分配関数



ユニタリー行列模型として解ける
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ゲージ固定した𝐶&上のFKM模型

<latexit sha1_base64="LIcMSkP5yuJkP1QKw50noM6v6OE="></latexit>

(Nf = ωNc)

<latexit sha1_base64="VAO2/LCQUECuGSDEjQhjy8p1ufw="></latexit>

Se! [ω] = → log

∣∣∣∣sin
ωj → ωk

2

∣∣∣∣+Nf

∑

i

log
(
1→ 2qn cos ωi + q2n

)
Uの固有値の有効作用

ゲージ固定：𝑈! = ⋯ = 𝑈" = 1 (𝑈# ≡ 𝑈, 𝛼 ≡ 𝑞") Ohta-S.M. 2023

large 𝑁' での固有値分布の厳密解

GWW
相転移

(3次)



ヤング図模型の方も厳密に解ける
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単調減少列：

黒丸の密度（マヤ密度）：

マヤ図形の黒丸の位置：

𝛼 < 𝛼∗

𝛼 > 𝛼∗



ヤング図から見た強／弱結合双対
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<latexit sha1_base64="RVv1gI+Mk/D2KTPIz6UTE/stpCY="></latexit>

(Nf + ni)!

(Nc + ni)!
= (Nc + ni + 1) · · · (Nf + ni) = (→1)Nf→nc

(Nf + ñNc→i)!

(Nc + ñNc→i)!

<latexit sha1_base64="//t7+dXTQhzTZVWoDzh0fGpMvdY="></latexit>

log |ni → nj | = log |ñNc→i → ñNc→j |

<latexit sha1_base64="+qAf96ET5DtwhtC6dUOkevvMSLE="></latexit>

→ logω2
∑

i

ni = → logω→2
∑

i

ñi + const.

<latexit sha1_base64="JSAZVtd3d6JhwivzhLD4c/H5Jz0="></latexit>

S̃[ωn,ε] = S̃[ω̃n,ε→1]

<latexit sha1_base64="MJ5MQNHYJ/Ckc0PnG0uOSGXpZew="></latexit>

S̃[ωn,ε] = →
∑

i →=j

log |ni → nj |→ 2
∑

i

log
(ni +Nf )!

(ni +Nc)!
→ logε2

∑

i

ni

𝑛(の双対変数
<latexit sha1_base64="JY66r7iG9y27iqOOfJPge3XgxC4="></latexit>

ñi → ↑Nf ↑Nc ↑ nNc→i ↑ 1



固有値分布とマヤ分布
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両方の相における固有値分布密度とマヤ図形密度

これらの間には面白い関係がある

± "𝜌(𝑥)
同じ現象はGWW模型
でも観測されていた

𝑐 𝜃 ± 𝜌(𝜃)の
90度回転

ピッタリ重なる



液滴描像とスペクトル曲線

2026/9/7 離散研究会＠理研神戸 17



液滴描像
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Dutta-Dutta 2016 An observation

で定義される理論に関して、固有値密度とマヤ密度は、曲線

で囲まれる「液滴 (droplet) 」によって、次のように与えられる

: 境界方程式

これを仮定して良いなら、密度の間の双対性は自明



液滴描像の下での密度とGWW相転移
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ふたつの密度は、同じ液滴の別の表示

FKM模型における液滴 GWW相転移

GWW相転移は、液滴が境界から離れる転移

• ただし、その導出には不必要な仮定(不要な関数の挿入と液滴描像の先験的な仮定)が介在している
• 以下、液滴描像が量子スペクトル曲線の古典極限として得られることを示す



有限 𝑁! での分配関数の書き変え
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Plancherel公式

フーリエ変換

元に戻った
• 𝑒3) は𝑈の固有値

• 𝜃4 は ℎ4のFourier dual



Schwinger-Dyson方程式
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恒等式

固有値密度を導入 𝜌(𝜃) = *
+!
∑( 𝛿(𝜃 − 𝜃()

主値積分に変更

積分経路から𝜃"を外す



スペクトル曲線
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【recall】 𝜃4 と ℎ4 は互いに𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑎𝑙の関係にある

これらはプランク定数を1/𝑁#とする量子力学の正準変数の期待値とみなして良い：

演算子形式で見た方程式
cf) Kimura-Zahabi 2021

実部： 固有値分布の鞍点方程式

虚部： 位相空間上の量子スペクトル曲線

特に、積分経路の不定性から必然的に符号の不定性が生じる



古典極限と液滴描像
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【recall】 𝑥4 はマヤ図形の黒丸（フェルミオン）の位置

• 境界方程式は、定常状態における𝑁#個のフェルミオンが従う方程式
• フェルミオンは1個あたり、位相空間の 2𝜋ℏ = 2𝜋/𝑁# の面積を占める

• 境界方程式に囲まれた部分の面積は、ちょうど2𝜋

境界方程式は、フェルミオンが占有する領域を表す 液滴描像

量子スペクトル曲線の古典極限 （鞍点方程式を解いたあと）

境界方程式を再現



オリジナルKM模型の

1次相転移について(進行中)

2026/9/7 離散研究会＠理研神戸 24



オリジナルのKM模型の復習
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• スカラー場はエルミート行列

• flavorは入っていない

• スカラー場を積分すると、ウィルソンループ（の絶対値）の和になる

• HCIZ積分でU積分が厳密に実行できる

• extraなU(1)ゲージ対称性を持つ

• 歴史的には、この対称性のためにQCDの模型としては破綻した

• かつての願望：1次相転移が起きて、この対称性が壊れている相が実現されたらよ

いのに・・・

• 期待：フレーバーを入れたFKM模型ではGWW相転移が起きたのだから、

オリジナルのKM模型にもフレーバー入れたら相転移が起きるんじゃないの？



サイクルグラフ上のflavor入りKM模型
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伊原ゼータ関数になるように質量を調整

• 𝛼 < 1/𝑁5 では、全てのmomentの係数が正

• このときは、𝜌6 = 0、すなわち、𝜌(𝜃) = 1/2𝜋（一様分布）が解
• 𝛼 = 1/𝑁5 になると何が起こる？

※ 𝛼 < 1でなければ級数が定義出来ない

effective action : 

※ Aharony-Marsano-Minwalla-Papadodimas-Raamsdonk で議論された模型と同じ構造



1次相転移
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相転移点直上

：𝜌$がflat direction

• 鞍点は、𝜌, = 0 (𝑘 = 2,3,⋯ )

• 転移点近傍での自由エネルギー

：1次相転移！

𝑁5 = 1ではこの相転移は起こらない



まとめと展望
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• 分配関数がグラフL関数（Wilson loopの総和）で与えられる拡張KM模型を導入
• 正則グラフ上の拡張KM模型は、強弱結合双対性を持つ

• サイクルグラフ上のFKM模型はGWW相転移を起こす（実はグラフの種類に依らない）
• サイクルグラフ上のFKM模型を、ヤング図模型の立場から解いた

• 液滴描像を厳密に導出した
• サイクルグラフ上のフレーバーを入れたKM模型は1次相転移を起こす

まとめ

展望

• サイクルグラフ上のKM模型は多分厳密に解ける
• フレーバー入りのKM模型には先行研究がある。その再考察。

• グリッドグラフ（格子）と連続極限 グラフの次元？
• ユニタリー行列を乗せたL関数のpoleの構造と相転移の関係

• どのくらい弦理論なのか？
• クォークを乗せたFKM模型（QCDに向けて） cf) Ohta-S.M 2025


