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Motivation：量子カオス
Floquet演算子
周期駆動系：|Ψ(nT )⟩ = Û(T )n|Ψ(0)⟩ , Û(T ) = T exp

(
−i

∫ T

0
dt Ĥ(t)

)
例：AI, A Kicked Top (J : spin j 表現行列)

U = exp
(
i
κ

2j
J2
x

)
︸ ︷︷ ︸
x 方向の撃力

exp
(
iγJz

)
︸ ︷︷ ︸
z 軸周りの歳差

= UT (AI)

U = exp
(
i
κ

2j
J2
x

)
exp

(
i(γJz + αJx)

)
︸ ︷︷ ︸

一般軸周りの歳差

6= UT (A)

例：AIII Floquet SSH loop drive模型 非局在状態をもつ 1D bipartite topol.絶縁体

Ĥ(t) =

{
+
∑

n(|n〉〈n|+ h.c.) 0 ≤ t < 1
2π,

3
2π < t ≤ 2π

−
∑

n(|n+ 1〉〈n|+ h.c.) 1
2π ≤ t ≤ 3

2π

+ δ(t mod 2π)
∑

n
(ϕn|n〉〈n|+ ϕn|n〉〈n|) (ϕn : i.i.d.乱数)
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Uの分類
Riemann対称空間 Cartan 1926 (centennial!)

class compact Lie群/極大部分群 T C P
A U(N)×U(N)/U(N)
AI U(N)/O(N) +
AII U(2N)/Sp(N) −
BD O(N)×O(N)/O(N) +
C Sp(N)× Sp(N)/Sp(N) −
AIII U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) +
BDI O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) + + +
CII Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) − − +
CI Sp(N)/U(N) + − +
DIII SO(2N)/U(N) − + +

AI U(N)/O(N) 3同値類 {U ∼ UO} 7→ 類関数 U = UUT ∈対称 U(N)

T CP 対称性 : T UT −1 = U† (T 2 = +I), CUC−1 6= U , PUP−1 6= U†

T = ∗：反ユニタリ C：反ユニタリ P：ユニタリ
AIII U(2N)/U(N)×U(N) 3 {U ∼ Udiag(u, u′)} 7→ 類関数 U = UP−1U †P
T CP 対称性 : T UT −1 6= U†, CUC−1 6= U , PUP−1 = U† P = diag(I,−I)
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ランダム行列模型
円周型ランダム行列 def

= compact対称空間上の均一分布 Altland-Zirnbauer 1997

class G/K β a b

A U(N) 2
AI U(N)/O(N) 1
AII U(2N)/Sp(N) 4

BD O±(Ne,o) 2 ∓1/2 ∓1/2
C Sp(N) 2 1/2 1/2
AIII U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) 2 ν 0
BDI O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) 1 ν − 1 −1
CII Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) 4 ν + 1/2 1/2
CI Sp(N)/U(N) 1 0 0
DIII SO(2Ne,o)/U(Ne,o) 4 0, 1/2 0

Weyl積分公式 1925/26 (also centennial)

dµ(U)G/K ∝
rank(G/K)∏

i=1

dθi ·
∏

α∈Σ+

∣∣∣1− eiα(θ)
∣∣∣m(α)

θ ∈ Cartan, Σ :制限ルート系, m(α) :実多重度
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ランダム行列模型
円周型ランダム行列 def

= compact対称空間上の均一分布 Altland-Zirnbauer 1997

class G/K β a b

A U(N) 2
AI U(N)/O(N) 1
AII U(2N)/Sp(N) 4

BD O±(Ne,o) 2 ∓1/2 ∓1/2
C Sp(N) 2 1/2 1/2
AIII U(N +N ′)/U(N)×U(N ′) 2 ν 0
BDI O(N +N ′)/O(N)×O(N ′) 1 ν − 1 −1
CII Sp(N +N ′)/Sp(N)× Sp(N ′) 4 ν + 1/2 1/2
CI Sp(N)/U(N) 1 0 0
DIII SO(2Ne,o)/U(Ne,o) 4 0, 1/2 0

dµ(U)nonchiralG/K ∝
∏
i

dθi ·
∏
j<k

|eiθj − eiθk |β

dµ(U)chiralG/K ∝
∏
i

dθi sin(θi/2)
βa+1 cos(θi/2)

βb+1 ·
∏
j<k

| cos θj − cos θk|β

∝
∏
i

dλi (1− λi)
βa
2 (1 + λi)

βb
2 ·

∏
j<k

|λj − λk|β = dµ({λ})(β,a,b)Jacobi
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固有値間隔分布
Floquet演算子
周期駆動系：|Ψ(nT )⟩ = Û(T )n|Ψ(0)⟩ , Û(T ) = T exp

(
−i

∫ T

0
dt Ĥ(t)

)
例：AI Kicked Top

U = exp
(
i
κ

2j
J2
x

)
︸ ︷︷ ︸
x 方向の撃力

exp
(
iγJz

)
︸ ︷︷ ︸
z 軸周りの歳差

= UT

隣接する固有位相の間隔分布 P (s)

弱い撃力 強い撃力
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固有値間隔比分布
準位統計 in スペクトルバルク
Wigner ↔ Poisson as カオス↔可積分・局在
・形状因子 g(t) =

〈
|
∑

n eiEnt|2
〉

・固有値間隔分布 P (s) , sn := ρ̄(En)(En+1 − En) ↙ 状態密度による unfolding不要

・固有値間隔比分布 Pr(r) , rn :=
En+1 − En

En − En−1
Oganesyan-Huse 2007

N = 3 : Atas-Bogomolny-Giraud-Roux 2013

My contributions:

1 N → ∞極限を解析的に導出 ✓
2 有限 N 補正を導出 ✓
3 カイラル対称な U のスペクトル端に拡張 ✓
4 ❷+❸ [今回]
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Summary : 非カイラル型 [前回]

　
カーネル
核　 1

N
KAN (θ, θ′)

∣∣
θ= x

N
=

A∞︷ ︸︸ ︷
KSin(x, x

′)+

有限 N 補正︷ ︸︸ ︷
1

N2
K(2)(x, x′) +

1

N4
K(4)(x, x′) + · · ·

⇓

固有値間隔分布 P (∆θ)|∆θ= s
N

= P Sin(s) +
1

N2
P (2)(s) +

1

N4
P (4)(s) + · · ·

固有値間隔比分布 Pr(r) = P Sin
r (r) +

1

N2
P (2)
r (r) +

1

N4
P (4)
r (r) + · · ·

would-be leading補正=0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

r

Δ
P
r(
r)

N4(Pr(r) − PSin
r (r))

for AN , N = 8, . . . , 16
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Summary : カイラル型 [今回]

　
カーネル
核　 1

N
KJUEN (θ, θ′)

∣∣
θ= x

N
=

JUE∞︷ ︸︸ ︷
KBes(x, x

′)+

有限 N 補正︷ ︸︸ ︷
1

N1,2,3
K(1,2,3)(x, x′) +

1

N4
K(4)(x, x′)+

⇓

1st 固有位相分布 P1(θ1)|θ1= x
N

= PBes
1 (x) +

1

N1,2,3
P

(1,2,3)
1 (x) +

1

N4
P

(4)
1 (x) +

1st/2nd 固有位相比分布 Pr(r) = PBes
r (r) +

1

N1,2,3
P (1,2,3)
r (r) +

1

N4
P (4)
r (r) +

3 would-be leading補正=0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

r

Δ
P
r(
r)

N4(Pr(r) − PBes
r (r))

for CN , N = 6, ..., 12
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Jacobi型ユニタリ集団
固有値分布 例: Legendre Pℓ(λ) = P

(0,0)
ℓ (cos θ)/

√
hℓ

JPDN (λ1, . . . , λN ) ∝
N∏

j<k

(
λj − λk

)2
= det

j,ℓ
[λℓ

j ] det
k,ℓ

[λℓ
k]

∝ det
j,ℓ

[Pℓ(λj)] det
ℓ,k

[Pℓ(λk)] = det
j,k

[
N−1∑
ℓ=0

Pℓ(λj)Pℓ(λk)

]

漸化式
= det

[
rN

PN (λj)PN−1(λk)− PN−1(λj)PN (λk)

λj − λk︸ ︷︷ ︸
K(λj , λk)：可積分　

カーネル
核　

]N

j,k=1

⇒ Rp(λ1, . . . , λp) = det[K(λj , λk)]
p
j,k=1 by

∫ 1

−1

dλK(λ, λ) = N, K ∗K = K

行列式点過程 (連続的 DPP)

⇒ Pr(no EV in I)
!
= Det (I−K |I) (K |If)(λ) =

∫
I

dλ′K(λ, λ′)f(λ′)

Pr(no EV in [−1, s]) = τPVI(s)
v2=v4=0
v1=v3=N , δ2s log τN =

τN+1τN−1

τ2N
Forrester-Witte 2004
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ギャップ確率

離散的 DPP

Prob(n1, . . . , npに粒子あり) = det[K(nj , nk)]
p
j,k=1

⇓
Prob(nに粒子がない) = 1−K(n, n)

Prob(n, n′に粒子がない) = 1−K(n, n)−K(n′, n′) +

n と n′ に粒子がある引き過ぎを補正︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣ K(n, n) K(n, n′)
K(n′, n) K(n′, n′)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1−K(n, n) −K(n, n′)
−K(n′, n) 1−K(n′, n′)

∣∣∣∣
Prob(n, n′, n′′に粒子がない) = · · ·

Prob(集合 I に粒子がない) = det
(
I− [K(n, n′)]n,n′∈I

)
⇓ 連続極限 λ := ϵn, ϵ→ 0

Prob(区間 I に固有値がない)
!
= Det (I−K |I)
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Jánossy密度
e.g. Daley-VereJones’ book 1988

条件付き DPP

1つの固有値を x = tに固定 ⇒ 残りの固有値の条件付き確率分布も DPP

K̃(x, x′) = K(x, x′)− K(x, t)K(t, x′)

K(t, t)

Jánossy密度
区間 I = [a1, a2]が tを除いて 固有値を含まない確率密度

J1(I|t) = K(t, t)Det (I− K̃ |I)
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Tracy-Widom法
Theorem [Tracy-Widom 1994] 神保-三輪-毛利-佐藤 1980 の一般化

1 可積分核：K(x, x′) =
1

x− x′
[φ(x) ψ(x)]

[
0 1
−1 0

] [
φ(x′)
ψ(x′)

]
=

Ψ(x)TJΨ(x′)

x− x′

2 2成分関数 Ψ(x)が有理係数 1階 LDEを満たす：(
∂x +A(x)

)
Ψ(x) = 0, trA(x) = 0

ならば, Det(I−K |[a1,a2])は A(x)の係数を含む PDE系 in a1, a2 により決定される

Lemma [SN 2021]

核 K(x, x′) が TW法の適用条件❶❷を満たすならば, 条件付き核 K̃(x, x′)も満たす

Proof.

Ψ̃(x) = Ψ(x)−

固定された点 t を避ける︷ ︸︸ ︷
Ψ(t)

K(t, x)

K(t, t)
:= Ω(x)Ψ(x) , Ω(x) = I− Ψ(t)Ψ(t)TJ

K(t, t)(t− x)
:
有理 SL(2)

ゲージ変換

により条件付き核は K̃(x, x′) =
Ψ̃(x)TJΨ̃(x′)

x− x′
と表され,(

∂x + Ã(x)
)
Ψ̃(x) = 0 , tr Ã(x) = tr

{
Ω(x)A(x)Ω(x)−1 − ∂xΩ(x) · Ω(x)−1}= 0
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Jánossy密度 : AIII,BD,CN

J̃1([0, s]; t) = Det(I− K̃ Jacobi|[−1,s])

Ψ(λ) =
√
w(λ)

[
P

(a,b)
N (λ)

P
(a,b)
N−1 (λ)

]
は TW法の適用条件を満たす t を固定⇒ Ψ̃(λ)も満たす

⇒ Det(I− K̃ Jacobi|[−1,s]) は ODE系により決定
(
log Det(I − K̃ |[−1,s])

)′
= q0p

′
0 − p0q

′
0 [

′
= d/ds, αj, βj, γj, µj : t, N, a, b に依存する係数]

(1 − s
2
)(s − t)

2
q
′
0 = −

∑
k+ℓ≤2

(k + 1)µk+ℓ+2(vkqℓ − ukpℓ)

+
3∑

j=0

(
αj +

2∑
k=0

αj+k+1vk +

1∑
k=0

γj+k+1uk

)
qj +

2∑
j=0

(
βj +

2∑
k=0

αj+k+1uk +

1∑
k=0

βj+k+1vk

)
pj

(1 − s
2
)(s − t)

2
p
′
0 = −

∑
k+ℓ≤2

(k + 1)µk+ℓ+2(wkqℓ − ṽkpℓ)

+

2∑
j=0

(
−γj +

2∑
k=0

αj+k+1wk +

1∑
k=0

γj+k+1ṽk

)
qj +

3∑
j=0

(
−αj +

2∑
k=0

αj+k+1ṽk +

1∑
k=0

βj+k+1wk

)
pj

qj = s
j
q0 −

∑
k+ℓ=j−1

(vkqℓ − ukpℓ), pj = s
j
p0 −

∑
k+ℓ=j−1

(wkqℓ − ṽkpℓ) (j = 1, 2, 3)

u
′
j = q0qj, v

′
j = q0pj, w

′
j = p0pj (j = 0, 1, 2), ṽj = vj −

∑
k+ℓ=j−1

(vkṽℓ − ukwℓ) (j = 0, 1, 2)
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Jánossy密度 : AIII,BD,C∞

J̃1([0, s]; t) = Det(I− K̃Bessel|[0,s]) SN 2021

局所漸近形
N−aP

(a,b)
N (cos θ)

∣∣∣
θ= x

N

=
(x
2

)−a

Ja(x) +O
( 1

N

)
,

1

N
KJacobiN (θ, θ′) → KBessel(x, x

′)

前㌻の式 →
(
log Det(I − K̃ |[0,s])

)′
= q0p

′
0 − p0q

′
0 [

′
= d/ds, αj, βj, γj : t, a に依存する係数]

s(s − t)
2
q
′
0 =

2∑
j=0

(
αj +

1∑
k=0

αj+k+1vk +

2∑
k=0

γj+k+1uk

)
qj + 2tv0q0 − 2v1q0 − v0q1

+

2∑
j=0

(
βj +

1∑
k=0

αj+k+1uk +
1∑

k=0

βj+k+1vk

)
pj − 2tu0p0 + 2u1p0 + u0p1

s(s − t)
2
p
′
0 =

3∑
j=0

(
−γj +

1∑
k=0

αj+k+1wk +
2∑

k=0

γj+k+1ṽk

)
qj + 2tw0q0 − 2w1q0 − w0q1

+
2∑

j=0

(
−αj +

1∑
k=0

αj+k+1ṽk +
1∑

k=0

βj+k+1wk

)
pj − 2tṽ0p0 + 2ṽ1p0 + ṽ0p1

qj = s
j
q0 −

∑
k+ℓ=j−1

(vkqℓ − ukpℓ) (j = 1, 2, 3), pj = s
j
p0 −

∑
k+ℓ=j−1

(wkqℓ − ṽkpℓ) (j = 1, 2)

ṽj = vj −
∑

k+ℓ=j−1

(vkṽℓ − ukwℓ), u
′
j = q0qj, v

′
j = q0pj (j = 0, 1, 2), w

′
j = p0pj (j = 0, 1)

西垣 真祐 ヤコビ型ランダム行列の固有値比分布とカイラル対称性 14 / 21



固有位相の連結分布 : AIII,BD,CN

1st & 2nd 固有値の連結分布 固有位相— 固有位相比分布

P12(t, s) = −∂sJ1([−1, s]; t)
t = − cos θ1

⇒
s = − cos θ2

P12(θ1, θ2) ⇒ Pr(r), r = θ1/θ2

AIIIN,N：P12(θ1, θ2), R2(θ1, θ2) AIIIN,N (N = 128)：数値対角化
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固有位相比分布 : AIII,BD,CN=6,8,10,12,...

P12(θ1, θ2) Pr(r = θ1/θ2) N4(Pr(r)− PBessel
r (r))

DN
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固有位相比分布 : 有限N補正

DN

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

r

Δ
P
r(
r)

N4× Finite-N Correction : (-1/2,-1/2), N=8,10,12,16,20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

r

Δ
P
r(
r)

N4× Finite-N Correction :(0,0), N=8,10,12,16,20,24

AIIIN,N

CN

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

r

Δ
P
r(
r)

N4× Finite-N Correction : (1/2,1/2), N=6,8,10,12

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

r

Δ
P
r(
r)

N4× Finite-N Correction : (-1/2,1/2), N=6,8,10,12,16

BN

• N4(P
Jac(a,b)
N,r (r)− P

Bes(b)
r (r))が収束 ⇐ 固有位相相関の O(1/N1,2,3)項は全て相殺

highly nontrivial!

• Jacobi指数 a+ b = 0の場合：1/N 展開でなく 1/N2 展開 ⇒ 次項 O(1/N6), 早い収束
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ζ関数と量子力学
Riemann明示公式

Nfl(t) =
1

π
Im log ζ(

1

2
+ it) = − 1

π

∑
p：素数

Im log(1− p−1/2−it)

= − 1

π

∑
p：素数

∞∑
m=1

sin(mt log p)

m
√
em log p

Montgomery 予想⇒ A∞

Gutzwiller跡公式
ρ(E) = tr δ(E − Ĥ)

FT−→
∫
dq⟨q |e−iTĤ |q⟩ =

∫
q(T )=q(0)

Dq eiS[q]

A∞

WKB近似 ⇓ \T -chaotic ⇑ Müller 2005

Nfl(E) =

∫ E

dE′ (ρ(E′)− ρ̄(E′)
)
≃ 1

π

∑
p：素周期軌道

∞∑
m=1

sin (mSp(E)− (mπ/2)µp)

m
√
emλTp

素周期軌道↔ 素数, En ↔ tn, Sp(E) ↔ t log p, Tp =
dSp(E)

dE ↔ log p, λ ↔ 1 対応�
�

�
�ζ(s)

予想
= 量子カオス的 Û の特性多項式 Berry 1980s∼
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L関数零点
Euler積表示

∑
n∈N

n−s =
∏

p: 素数

(1− p−s)−1 を保つように ζ 関数を捻る ⇒ L関数

Dirichlet L(s, χ) =
∑
n

χ(n)

ns
Ramanujan Lf (s, χ) =

∑
n

τ(n)
χ(n)

ns+a
etc.

原始指標 ↑ χ(n)χ(m) = χ(nm) mod d 保形関数 ↑ f(q) =
∑

n τ(n)qn

Katz-Sarnak予想 1999

L(s, χ), Lf (s, χ), ...の小さい零点を dについて平均⇒ B,D,Cの小さい固有位相分布

L(s, χd) の 1st,2nd 零点 vs C∞ の 1st,2nd 固有値 1012 < |d| < 1012 + 105 Rubinstein 1998

提案：個別零点 t1, t2 の分布ではなく Pr(t1/t2)を用いて heuristicな rescalingを回避！
西垣 真祐 ヤコビ型ランダム行列の固有値比分布とカイラル対称性 19 / 21



L関数零点比

Dirichlet L(s, χd)：1st, 2nd 零点比分布 (Preliminary)

Pr(t1/t2) vs PC
r (θ1/θ2)
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L-Zero Ratio Distribution : 833 prime chatacters

3200 < |d| < 6400

導手 dが小さすぎ & 統計不足 (有限サイズ効果どころではない)
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Summary & Outlook

• カイラル対称性をもつ対称空間 (AIII, B, D, C：ランクN)上の一様分布から,
1st, 2nd 固有位相の連結分布 P12(θ1, θ2) ・比の分布 Pr(θ1/θ2)を導出 [左図]

• 固有位相比分布 Pr(r)では O(N−(1,2,3))補正が相殺し, O(N−4)が見える [右図]

⇒カイラル対称な Floquet演算子から系固有な有限サイズ効果を抽出する基盤

◦ カイラル対称な数論的カオス系 ＝ L関数零点統計の有限 d補正 に適用したい

◦ 円周型ランダム行列の Jánossy密度 ?
= 戸田格子階層の τ 関数 を検証したい
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Pr(r) N4
(
Pr(r) − PBessel

r (r)
)
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